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MATEMATICA ¢ CLASAAVII-A

Instructiuni de utilizare a manualului
in format digital si tiparit

Varianta digitala a manualului cuprinde integral continutul variantei tiparite si, in plus, o serie de
activitati multimedia interactive, care vor face invatarea mult mai placuta si mai usoara.

Simbolurile care indica activitatile multimedia interactive de invatare:

AMII static
Activarea acestui buton permite vizualizarea optimizata a secventei din manual.

B AMII animat

w=w) Activarea acestui buton permite vizualizarea unui filmulet, pentru care se pot controla
inceperea/intreruperea (prin butonul Start/Pauza), volumul si maximizarea ecranului.

@ AMIl interactiv
g Activarea acestui buton permite vizualizarea unor secvente educationale cu grad inalt de

interactivitate, la finalul carora este dat un feedback imediat. Exercitiile marcate cu acest
simbol pot fi de tipul: completare, trage si plaseaza, bifarea variantei corecte, asocierea unor
termeni din mai multe coloane.

3 + ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR Reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe ortogonale

(R iV. B Reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe ortogonale

+ Dac xOy este un sistem de axe ortogonale intr-un plan, atunci
» orice pereche ordonata de numere reale (x, y) poate fi reprezentata in sistemul ortogonal xOy printr-un
punct M;
» orice punct al planului reprezints o pereche ordonat (x, y) de numere reale
+ Deoarece orice pereche ordonati de numere reale (x, y) este un element al produsului cartezian R x R,
rezulta ca:
> orice element al produsului cartezian I x IR poate fi reprezentat in plan printr-un punct si oricarui
punct P din plan i corespunde o pereche (x, y) a produsului cartezian R x R;
> notand multimea tuturor punctelor planului cu litera greceasca r (pi), admitem ca planul m poate fi
identificat cu produsul cartezian R x

E Observam

in practica exist situatii cand unui punct de pe o suprafata i se
asociaza o pereche ordonatd de numere sau de litere si numere.
Exemple:
1) Jocul de sah se desfasoara pe o tabla care are forma pitrata si
care este impir{ita in 8 linii si 8 coloane, formand 64 de pitrate.
Coloanele sunt indicate prin litere de la a la h, iar liniile sunt
indicate prin cifre de la 1 la 8. Pozitia unei piese de pe suprafata
tablei de sah este indicata printr-o pereche ordonaté de forma (litera, cifra). Astfel: calului alb i se asociaza
perechea ordonats (e, 4); reginei albe i se asociaz perechea (¢, 2) etc.

s [E] & 7 . Al cunostintele
Y. EN
LAl aE / N =D
i \ 2) Reprezint intr-un sistem de coordonate  Rezolvare |
urmatoarele puncte: A1, 3), B(3, 2), C(-3, -3),  2) Se deseneazé un sistem de axe ortogonale xOy si se

%A Ne amintim

* Orice pereche ordonata de numere
reale (x, y) poate fi reprezentatd intr-un
sistem de axe ortogonale in plan
printr-un punct.

s |& scuatorul D(2,-2), E(0, 2), F(-2,0), G(1,-1). fixeaza unitatea de masura. Se reprezinta punctele ca in
4 N b) Scrie coordonatele punctelordinfigura 1. figura 2.
b) Luand in considerare unitatea de mésura, se obtine:
3 a A(2,-2), B3,0), C(1,2), D(0, 4), E(-2, 3), F(-3,0), G(1, 0).
2 w 81 8 18 v Ay
! 8 & o pum A3l um
a b cdefogon ] fe ] boale e
2) Atiinvatat la geografie ca pozitia unui punct X de pe suprafata Pamantului se indica printr-o pereche de ' c o !
numere, care sunt numite latitudine si itudine. Latitudinea si longitudinea reprezinti | 1 ! T !
geografice ale punctului respectiv. | ! -3 -2 1) o 1 2 |3 5’3 <€
+ Dacé punctul este situat la nord de ecuator, latitudinea se numeste latitudine nordica si este notata cu I i = f f
N (sau cu semnul +); daca punctul este situat la sud de ecuator, latitudinea se numeste latitudine sudici si Pl o 5 : { i ¥
este notat cu S (sau cu semnul -). T T 5 + t ' ! ) s P
*Dacé punctul considerat se afla la est fata de originea longitudinii, longitudinea lui se numeste : 4
longitudine esticé si este notata cu E (sau cu semnul +). Daca punctul considerat se afla la vest de originea i N ) O i 4
jitudinii, itudinea lui se numeste longitudine vestica si este notata cu V (sau cu semnul -). ! ) -2 b
Punctul utilizat in prezent de toata lumea ca origine a longitudinii este O jcdn L 4y F o A ul
Greenwich, Marea Britanie. Acesta a fost ales prin rezolutia adoptata in 1884, la Conferinta Internationala ¢ -3
aMeridianului. Fig.1 Fig.2
Exemplul anterior ne ofer un model pentru plan. Astfel, daca in plan
consideram un sistem de axe ortogonale notat xOy, orice punct Pal planului
poate i prolectat pe axa Ox s pe axa Oy. Notim cu P, profectia ortogonal “ 777777777777777777777777777777 N
a punctului P pe axa Ox si cu P, proiectia ortogonala a punctului P pe axa i
Oy. Deoarece oricarui punct de pe axa numerelor ii corespunde un numar | Acceseaza pe internet site-ul http: rections.info/ro/c -gps.html i gaseste:

real, va rezulta ¢ punctului P, care apartine axei Ox, ii va corespunde
un numér real x unic. De asemenea, punctului P,, care apartine axei Oy,
ii va corespunde un numar real y unic. Prin urmare, intr-un sistem de axe
ortogonale xOy din plan, orice punct P poate fi reprezentat printr-o pereche
ordonata (x, y) de numere reale.

| Melbourne (oras din Australia), Cape Town (oras din Africa);

)
. a) coordonatele geografice ale localitatilor: Paris (oras din Franta), Dublin (oras din Irlanda), ]
| b) localitatile care au coordonatele geografice: (44.43; 26.102); (~26.205; 28.049); (34.053; ~118.242). '

pentru activitate interactiva

pentru activitate statica, de observare pentru activitate animatad
a unei imagini semnificative (film sau animatie scurtd)




Instructiuni de utilizare a manualului

in manual, continuturile selectate de programa, ca mijloace informationale prin care se formeaza si se
dezvolta competentele generale si competentele specifice, sunt acoperite integral si organizate pe unitati de
invatare. Fiecare unitate de invatare se finalizeaza prin Evaluare.

Lectiile de predare-invdtare, ca modalitdti de prezentare si de organizare a continuturilor, se finalizeaza
cu Autoevaluare, care acopera intreaga gama a tipologiei itemilor obiectivi, semiobiectivi si subiectivi.
Secventele metodice ale unei lectii sunt: Ne amintim, Rezolvdm impreund, Observdm si descoperim cunostinte
noi, Retine, Aplicam cunostintele, Exerseazd, fixeazad si aprofundeazad cunostintele. Acestora li se adauga sugestii
privind organizarea activitatii de predare-invatare: individuald, pe grupe si frontald, precum si exercitii si
probleme practic-aplicative. in structura fiecarei lectii s-a folosit un suport intuitiv bine dozat, prin care se
valorifica experientele de invatare ale elevilor, se dezvolta competentele achizitionate in anii anteriori, se
stimuleazd gandirea si imaginatia, se imbogateste bagajul de reprezentdri matematice, se formeaza si se
dezvolta competente de realizare a unor conexiuni intradisciplinare si interdisciplinare. Astfel, se asigura un
demers didactic coerent si eficient.

Manualul propune instrumente complementare de evaluare a activitatii: portofoliul, proiectul, investigatia,
observarea sistematicd a activitdtii sia comportamentului elevului.

Fiecare continut din programa scolara se incheie cu Probleme recapitulative si Test de evaluare. Manualul
debuteaza cu Recapitulare si evaluare initiala si se incheie cu Recapitulare si evaluare finala.

LECTIE DE PREDARE-INVATARE

de ecuatii " s Jecuat deecuat 2+ ECUATII $I SISTEME DE ECUATII LINIARE
Probls Iva torul il | sists !l a3 3
- -

Amesteculare 2) obfinerea ecuatiel/ Amestecul
ton sistemului de ecuatii

100,se obfine 460. Determina

i resteste 331
0 de minute. Alt robinet umple acelasi bazin in 30 de minute. Ambele
bazinulul

exprimate n limba) curent se pot traduce in limbaj algebric. tone. 100-102,7 = 10270 grame.
Cele 20 one ce ot contin xlitr de antigel cu densitatea de
2005 e carbon. 1135 grame pe litru au masa
100 sber
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RECAPITULARE EVALUARE FISA DE OBSERVARE
SISTEMATICA

1. PROBLEME RECAPITULATIVE BEERCE EVALUARE e ez wgee _e
' , a activitatiisia
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°
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MATEMATICA ¢ CLASAAVII-A

COMPETENTE GENERALE SI SPECIFICE

1. Identificarea unor date, marimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar
1.1. Identificarea numerelor apartinand diferitelor submultimi ale lui R

1.2. Identificarea unei situatii date rezolvabile prin ecuatii sau sisteme de ecuatii liniare

1.3. Identificarea unor informatii din tabele, grafice si diagrame

1.4. Identificarea patrulaterelor particulare in configuratii geometrice date

1.5. Identificarea elementelor cercului si/sau poligoanelor regulate in configuratii geometrice date
1.6. Identificarea triunghiurilor asemenea in configuratii geometrice date

1.7. Recunoasterea elementelor unui triunghi dreptunghic intr-o configuratie geometricd data

2. Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural cuprinse in diverse surse informationale
2.1. Aplicarea regulilor de calcul pentru estimarea si aproximarea numerelor reale

2.2. Utilizarea requlilor de calcul cu numere reale pentru verificarea solutiilor unor ecuatii sau sisteme de ecuatii liniare

2.3. Prelucrarea unor date sub forma de tabele, grafice sau diagrame in vederea inregistrarii, reprezentarii si prezentdrii acestora
2.4. Descrierea patrulaterelor utilizand definitii i proprietati ale acestora, in configuratii geometrice date

2.5. Descrierea proprietatilor cercului si ale poligoanelor regulate inscrise intr-un cerc

2.6. Stabilirea relatiei de asemanare intre triunghiuri

2.7. Aplicarea relatiilor metrice intr-un triunghi dreptunghic pentru determinarea unor elemente ale acestuia

3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice

3.1. Utilizarea unor algoritmi si a proprietatilor operatiilor in efectuarea unor calcule cu numere reale

3.2. Utilizarea transformarilor echivalente in rezolvarea unor ecuatii si sisteme de ecuatii liniare

3.3. Alegerea metodei adecvate de reprezentare a problemelor in care intervin dependente functionale si reprezentari ale acestora
3.4. Utilizarea proprietatilor patrulaterelor in rezolvarea unor probleme

3.5. Utilizarea proprietatilor cerculuiin rezolvarea de probleme

3.6. Utilizarea asemanarii triunghiurilor in configuratii geometrice date pentru determinarea de lungimi, masuri si arii

3.7. Deducerea relatiilor metrice intr-un triunghi dreptunghic

4. Exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor, conduziilor si demersurilor de rezolvare pentru o situatie data
4.1. Folosirea terminologiei aferente notiunii de numar real (semn, modul, opus, invers)

4.2. Redactarea rezolvarii ecuatiilor si sistemelor de ecuatii liniare

4.3. Descrierea in limbajul specific matematicii a unor elemente de organizare a datelor

4.4, Exprimarea in limbaj geometric a notiunilor legate de patrulatere

4.5. Exprimarea proprietatilor cercului si ale poligoanelor in limbaj matematic

4.6. Exprimarea in limbaj matematic a proprietatilor unor figuri geometrice folosind asemanarea

4.7. Exprimarea in limbaj matematic a relatiilor dintre elementele unui triunghi dreptunghic

5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date

5.1. Elaborarea de strategii pentru rezolvarea unor probleme cu numere reale

5.2. Stabilirea unor metode de rezolvare a ecuatiilor sau a sistemelor de ecuatii liniare

5.3. Analizarea unor situatii practice prin elemente de organizare a datelor

5.4. Alegerea reprezentarilor geometrice adecvate in vederea optimizdrii calculdrii unor lungimi de segmente, a unor mdsuri de unghiuri si a unor arii
5.5. Interpretarea unor proprietati ale cercului si ale poligoanelor regulate folosind reprezentari geometrice

5.6. Interpretarea asemanarii triunghiurilor in configuratii geometrice

5.7. Interpretarea unor relatii metrice intre elementele unui triunghi dreptunghic

6. Modelarea matematica a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite domenii

6.1. Modelarea matematica a unor situatii practice care implica operatii cu numere reale

6.2. Transpunerea matematicd a unor situatii date, utilizand ecuatii si/sau sisteme de ecuatii liniare

6.3. Transpunerea unei situatii date intr-o reprezentare adecvata (text, formuld, diagrama, grafic)

6.4. Modelarea unor situatii date prin reprezentdri geometrice cu patrulatere

6.5. Modelarea matematica a unor situafii practice in care intervin poligoane regulate sau cercuri

6.6. Implementarea unei strategii pentru rezolvarea unor situatii date, utilizand asemanarea triunghiurilor

6.7. Implementarea unei strategii pentru rezolvarea unor situatii date, utilizand relatii metrice in triunghiul dreptunghic




RECAPITULARE SI EVALUARE INITIALA

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Se considera multimile:
A={18,5x,2y + 1}si B={2y, 19, 30}.
Determina numerele naturale x si y pentru care
cele doua submultimi sunt egale.
Scrie submultimile multimii A.
Calculeazda A U G, AN G AN Csi C\ A unde
C={17,18,19}.

Precizeaza care dintre urmatoarele multimi sunt
finite:

M, ={0,1,3,7}

M, = {x | x este cifra in baza 10};

M,=N; M,=1a, b, ck;
M,={x e N|70x}; M,=7;

M,={x e N|x<5};
M, =Q.

Determina cardinalul multimii X, daca:
X={xeN|x<10}
X={eZ||x|<10}
X=1{4,8,12,...,400}

X={x e N|1024 <x < 2024}.

Determina multimile:
A={n|neNsi(n+1)|7}
B={n|neNsi(n-1)|(n+10)};
C={n|neNsi(n+2)|Bn+17)}
D={n|neNsi(2n+1)|(3n+5)}

Calculeaza c.m.m.d.c. si cm.m.m.c. pentru fiecare
grupa de numere:
48,72, 24; 84,210, 108; 112,154, 168.

Determina numerele naturale a si b, a < b, stiind ca:
(a,b)=7sia+b=>56;
(a,b)=6sia-b=108;
(a, b) =8si[a, b] = 96;
[a, bl =1405sia-b=980.

Precizeaza daca urmatoarele perechi de numere
sunt prime intre ele, justificand afirmatiile facute.
3215i154;
4n+5si6n+7,neN;
n+1si2n*+n,neN.

M,={xeN|xi2};

Daca 123, calculeaza = Xind) .
y 3 2x+3y
6x-5 3

Daca X=o¥ =—, calculeaza 5.
x+5y 4 y

Determind numerele x, y si z, stiind ca:
X y z

Six+y+z=70;

6
3
5

N x W
wilx v

Si5x+2y+3z=93.

Daca a, b si ¢ sunt direct proportionale cu
numerele 3, 5 si 7, calculeaza:

b+c a+c
a ' W
a+b>+c® bc* -a*
ab+bc+ac’ abc

Determina x, daca:
2 si x sunt direct proportionale cu 14 si 35;
2 si x sunt invers proportionale cu 42 si 12;
x —1si 2 sunt direct proportionale cu x + 1 si 3;
X+ 15si5 sunt invers proportionale cu 4 six — 1.

Determind un numar, stiind ca 24% din acel
numar este 1200.

Calculeaza 18% din 42700.

Determina numarul cu 25% mai mare decat 400.

intr-o fructierd sunt 6 mere, 4 banane si 5 porto-
cale. Alexia doreste sa-i ofere Amaliei un fruct. Calcu-
leaza care ar fi probabilitatea ca fructul oferit Amaliei

sa fie:
mar;

banang; portocala.

Efectueaza calculele:

(-1-3)"0:(-4)8+56:(-7) - (-3)>+2*-11;

[3°+(-3)1?- (-6 +8)°- (10 - 12)5 - 2"°- (-3 + 5)5;

1024: (-4 - (-15"-1")-(-1)*+ 7+ 8- (-9) + (-10)%
Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:

2-x+3=30-x;

5.-x+2)=3-(x-1)+33;

-3 |x+2|+17=-4

3:56-x)=-12-3x+2)+6.

Suma a doud numere intregi este 15. Daca marim
primul numar cu 40 si micsoram al doilea numar cu
40, atunci primul numar va fi de doua ori mai mare
decat al doilea numar. Determina cele doua numere.

Rezolva inecuatiile in multimea numerelor intregi:
|2x - 3| <5;
(x-3)-(2x+1)<0;
X>4si-2-(5-4x)<21;
X+4:-(x-5)<2-(2x-1)-9six>7.

Efectueaza calculele:

—1,6+i+(—éj+1,0(3);
10 5
0,5{1+(_1ﬂ_(_1j ;
4 8 2
(_5) _2.(_2]-(—0,5)+0,25;
2 4




RECAPITULARE SI EVALUARE INITIALA

Rezolva in multimea numerelor rationale ecuatiile:
3-X+1)=-6-x+3;

1 1 1 1
—| X+=|==| x—=|;
AGHHC

Un obiect costa 1200 de lei. Pretul obiectului a
crescut cu 15 procente.
Calculeaza pretul obiectului dupa scumpire.
Dupa un timp, noul pret s-a micsorat cu un
anumit procent. Calculeaza procentul cu care s-a
micsorat pretul, daca dupa ieftinire obiectul costa
1173 de lei.

Punctul de intersectie a doua drepte concurente
este varful a patru unghiuri. Calculeaza masurile
unghiurilor formate, daca suma masurilor:

a doua dintre unghiuri este egala cu 140°%
a trei dintre unghiuri este egala cu 260°.

Fie «AOB, «BOC si «COA trei unghiuri in jurul unui
punct O, astfel incat «AOB = 5x + 15°, «BOC = 6x si
+COA = x + 45°.

Calculeaza masurile unghiurilor AOB, BOC si COA.

Daca OM, ON si OP sunt bisectoarele unghiu-
rilor AOB, BOC si COA, calculeaza masurile unghiurilor
MON, NOP si MOP.

Se considera doua unghiuri adiacente suplemen-
tare. Daca masura unuia dintre unghiuri este egald cu
110°48; calculeaza:

masura celuilalt unghi;
masura unghiului format de bisectoarele celor
doua unghiuri.

infigura 1, punctele M, O, N sunt coliniare, puncte-
le Psi Q sunt situate de aceeasi parte a dreptei MN, iar
semidreptele OA si OB sunt bisectoarele unghiurilor
MOP si NOQ.

Calculeaza masura unghiului POQ, stiind ca
+AOB = 135°.

Stiind ca «MOP = 20° si «+POQ = 90°, calculeaza
masura unghiului BOP.

Calculeaza madsura unghiului POQ, stiind ca
unghiul MOP este complementul unghiului NOQ.

in figura 2, dreptele MN si PQ sunt paralele. Calcu-
leaza masura unghiului MRQ, stiind ca «NMR = 20° si
+«PQR = 150°.
In figura 3, MN || PQ || RS. Calculeaza:
«NMP + «MPR + «PRS; 1) «MPR + «<PRM + «RMP.

Pe un cerc ¢(0O, r) se considera punctele A, Bsi C,

astfel incat masurile arcelor AB, BC si CA safieinvers
proportionale cu numerele 2, 3 si 6.

Precizeaza daca punctele A si B sunt diametral
opuse. .

Calculeaza masurile arcelor BC si CA.

Pe arcul mic BC se ia un punct M, astfel incat
+AOC = 2 - «COM. Demonstreaza ca «+AOM este unghi
drept.

Calculeaza masurile unghiurilor BOM si BOC.

Medianele AA; BB’ si CC' ale triunghiului ABC sunt
concurente in punctul G. Calculeaza:
GA, daca AG=8 cm;
BG, daca GB'=3 cm;
GC'si GC, daca CC'=6 cm.

Se considera un triunghi MNP, cu «MNP = 100°,
«MPN = 30° si inaltimile MM, M’ € NP, respectiv PP,
P’ € MN. Calculeaza masurile unghiurilor M'MN, P'PN
si M'MP.

Mediatoarea laturii AB a triunghiului ABC intersec-
teaza latura ACin punctul D, iar punctul O este centrul
cercului circumscris triunghiului ABC. Demonstreaza ca:

AC=DC+ DB;
triunghiurile AOD si BOD au acelasi perimetru.

Fie ABC un triunghi isoscel, cu AB = AC si AA’
bisectoare a unui unghi exterior al triunghiului.
Demonstreaza ca AA’|| BC.
Stiind ca «A’AC =130°, calculeaza masurile un-
ghiurilor triunghiului ABC.

Triunghiul ABC din figura 4 este echilateral si
MA L AB,NB 1 BC, PC L AC si AM = BN = CP. Arata ca:
AMAC = ANBA;
AMAC = APCB;
triunghiul MNP este echilateral.

Fie un triunghi dreptunghic ABC, cu «A = 90° si
«B=30°
Calculeaza BC, stiind ca AC=4 cm.
Calculeaza AC, stiind ca BC=12 cm.
Daca punctul M este mijlocul ipotenuzei,
demonstreaza ca triunghiul MAC este echilateral.

Q;
M N
B
P
A R
M (0] N P Q
Fig. 1 Fig. 2
A
N
M N
M
P Q
B C

Fig. 4



Teste de evaluare initiala

2. TESTE DE EVALUARE INITIALA

Timp de lucru: 50 de minute.

Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.
Numarul submultimilor cu doua elemente ale multimii {2, 22, 222} este egal cu ... .
Opusul numarului rational 0,(3) - 0,1(3) este ... .

Probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar din multimea {1, 2, 3, ..., 40}, acesta sa fie numar
prim este ....

Solutia ecuatiei 2 (5-x) =-8-(3x+2) + 4 este ...

Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.

A B
Daca numerele 3 si 7 sunt direct proportionale cu numerele x si 35, 6;
atunci x esteegal cu ...
Daca numerele 12 si 30 sunt invers proportionale cu numerele 35 si y, 12;
atunciy esteegal cu ...
. X 2 . . 5x+2y . 14;
Daca —=—, atunci valoarea raportului esteegaldcu ...
y 7 9x -2y
15;
. X+8 . . X . !
Daca 7y =4, atunci valoarea raportului — este egala cu ...
X=1y
10.

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Cel mai mare divizor comun al numerelor 144, 180 si 360 este egal cu:

48; 12; 36; 45.
Cel mai mic multiplu comun al numerelor 216, 288 si 432 este egal cu:

576; 864; 1728; 648.
Dacd A={x € Z | |x| <2024}, atunci card A este egal cu:

2024; 4048; 4049; 1012.
DacaM={n e N|(n+1)]|(3n+8)}, atunci M este multimea:

{0, 4} {1,5% {0, 6%; {1, 7%

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
Rezolva in multimea numerelor rationale:

1 1 1 1 7
1-2-x=9; = ==X |+=|[=—; x-0,3)=—--06-x.
2 [\3 4| 24 3

Stiindcaa= (1+l)-(1+lj~(1+l)..u(1+i) sib=5,2: 0,2+4,(6)'(2i—1l) , calculeaza:
2 3 4 100 7 2
(a—l-bj-m“; (a+
2

-b):51; (2-a-b)-107".

N[ =

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul 1.1 1.2 1.3 4 |0 02 | 03 | o4 [0t [ m2 | nm3 |4 |iva|lvb | IVc| Va | Vb | Vc
Punctajul




RECAPITULARE S| EVALUARE INITIALA

Timp de lucru: 50 de minute.

Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.

Masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghic este
egalacu....

Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea catetei opuse unghiului cu masura de 30° este egald cu ....
Notam cu a, b, ¢ lungimile laturilor BC, AC si AB ale unui triunghi ABC. Daca a? + b* = ¢, atunci
triunghiul ABC este ..., cu masura unghiului Cegala cu ... .

Criteriile de congruenta a triunghiurilor dreptunghice sunt ... .

Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.
Doua cercuri ¢,(O,, r)) si ¢,(0,, r)), cur, <r, se intersecteaza in punctele A si B. Punctul P este
intersectia dreptelor 0,0, cu AB, AB=r, si +O,BA =70°.

A B
Triunghiul AO, B este ... dreptunghic;
Triunghiul AO B este ... dreptunghicisoscel;
Triunghiul APO, este ... echilateral;
Triunghiul AO, O, este ... scalen;

isoscel, dar nu echilateral.

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
In figura alaturata, punctele A, B si C sunt coliniare si ¥MAB este unghi drept. Distanta M
de la punctul M la dreapta BC este:
MB; MC; MA; AB.
Pe un cerc cu centrul intr-un punct O, se considera doua puncte M si N, astfel incat
masura arcului mare MN sa fie egala cu 125% din masura unui semicerc. Masura
unghiului la centru MON este egala cu: A B C
225°%; 125°; 75°%; 135°.
Se considera doua cercuri, ¢,(0,, 2 cm) si ¢,(0,, 3 cm). Daca distanta dintre centrele celor doua
cercuri este 0,0, = 4 cm, atunci cele doua cercuri sunt:
interioare; tangente exterioare; secante; exterioare.
Un triunghi MNP are varful M pe mediatoarea laturii NP si varful P, pe mediatoarea laturii MN.
Triunghiul MNP este:
dreptunghic; scalen; obtuzunghic; echilateral.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
Fie A si B doua puncte distincte si un punct O exterior dreptei AB. Se noteaza cu A’ si B’ simetricele
punctelor A, respectiv Bfata de punctul O. Demonstreaza ca:
AAOB= AA'OB’; AB'=A'B; AB|| A'B.
Fie un triunghi ABC, cu «A =90°, «B = 60° si AB = 6 cm. Se noteaza cu M mijlocul segmentului BC,
cu M’ se noteaza simetricul punctului M fata de dreapta AC si MM’ n AC ={O}.
Determina lungimea segmentului BC.
Calculeaza perimetrul triunghiului ABM.
Demonstreaza ca AM’|| BC.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul | 11 | 12 | 13 | L4 [ W1 | 02 | W3 [ 04 | 0 |2 | 13 |4 | Va | IVb | IVc | Va | Vb | Vc

Punctajul




MULTIMEA-NUMERELOR REALE

Unitatea: Radacina patrata

L1. Raddcina patratd a patratului unui numadr natural

L2. Estimarea radacinii patrate dintr-un numar rational

L3. Scoaterea factorilor de sub radical. Introducerea factorilor sub radical
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1  MULTIMEA NUMERELOR REALE

UNITATEA: RADACINA PATRATA

(RIq)V:WB Radacina patrata a patratului unui numar natural

%A Ne amintim

N

+ multimile numerice N, Z, Q;

+ puteri, reguli de calcul cu puteri;

¢ patratul unui numar natural, patrate perfecte;

¢ descompunerea in factori a unui numar natural.

Exemple:
2eN,2e7,2eQ, 2

2 2
3¢N,-3¢Z-3¢Q, 3°V3%L3cQ

&7] Rezolvim impreuni

a) Aratd ca numarul natural 676 este patrat perfect.

b) Care este numarul natural al carui patrat este egal cu 676?
Rezolvare (activitate frontald):
a) Descompunem numadrul 676 in factori primi si gasim 676 = 22 - 132, Aplicand proprietatile operatiilor cu
puteri, rezultd ca 676 = 22 - 132 = (2 - 13)> = 262 Prin urmare, numarul natural 676 este patrat perfect, fiind
patratul numarului 26.
b) Notam cu x numarul natural al carui patrat este egal cu 676. Rezulta ca x2= 676. Conform punctului prece-
dent, x’ = 262 si x = 26. In acest context:

¢ 676 este patratul lui x si scriem x*= 676;

¢ xesteradacina patrata a lui 676 sau x este radical din 676 si scriem x = J676.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Daca numarul natural p este pdtrat perfect, atunci p este pdtratul unui numdr natural x. Scriem p = x2.
In acest context, x este rdddcina pdtratd a numdrului natural p. Scriem x = \/E si citim x este egal cu radical
din p. Deoarece p = x?, din egalitatea \/E =xrezultd ca x/x_z =X.
Exemplu: Din rezolvarea anterioara rezulta ca J676 = \/? =26.

N

¢ Daca un numar natural p este patratul unui numar natural x, atunci:
> numadrul natural p este patrat perfect, adica p = x%
> numarul natural x este radacina patrata a lui p, adica x = \/;;

> egalitatile p = x? si x =/ P sunt egalitati echivalente:p = x> < x = \/;

* +/x* =x, oricare ar fi numarul natural x.

s
.

[#* Aplicim cunostintele

_/

ExerciTiuL 1

a) Aratd ca numarul 1764 este patrat perfect. b) Calculeaza raddcina patratd a numarului 1764,

c) Aratd ca numarul 1762 nu este patrat perfect.
Rezolvare (activitate frontald):
a) Descompunem numarul 1764 in factori primi si gasim ca 1764 =2?-3?- 72 sau 1764 = (2 - 3 - 7)%. Rezulta ca
1764 = 422 si numarul 1764 este patrat perfect, fiind patratul numarului 42.




Radacina patratd a patratului unui numar natural

V1764 =+/42° =42
Daca n este un numar natural, notam cu ultima sa cifra si cu , ultima cifra a numarului
Avand in vedere ca u(n) poate fi0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 sau 9, din tabelul de mai jos deducem ca ultima cifra a lui

n? poate fi: 0, 1,4, 5,6 sau 9.

un) o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
un 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

Prin urmare, daca ultima cifra a unui numar natural n este 2, 3, 7 sau 8, numarul n nu poate fi patrat perfect.
Deoarece ultima cifra a numarului 1762 este 2, rezulta ca 1762 nu este patrat perfect.

Daca p si g sunt doua numere naturale patrate perfecte, aratd ca \/p-q = \/E . \/a

Daca p si g sunt numere naturale patrate perfecte, atuncip = x*si g = y2.

Rezults: /p-q =/x* -y* =\[(x-y) =x-y=/p-\q.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) a) Scrie patratele numerelor 2, 12, 14.
b) Scrie radacina patrata a numerelor: 3*- 22, 576, 24 - 52,

E) Sstabileste care dintre urmatoarele numere sunt patrate perfecte:
a)2,1,36,49,0,121,42,289; b) V64 , /676, /3°-27 , 4/5%-2° .

E) a) Determina cel mai mic numar pétrat perfect de trei cifre.
b) Calculeaza cate patrate perfecte de trei cifre exista.

c) Calculeaza: \/384,+/729,+/529,784,194 .

Determina numerele naturale x pentru care:
a) x? = 49; b) x2 = 225; c) 2x2 =242; d) x>+ 6=70.

B se considerd multimea A = {12, 2401, 169, 256, 144, 324, 48}.
a) Scrie elementele multimii A care sunt patrate perfecte.
b) Scrie raddcina patrata a numerelor naturale patrate perfecte gasite la punctul a).

[@ a) Determina cifrele x si y, astfel incat numarul /2xy sa fie natural.

b) Determina cifrele x si y, astfel incat numarul @ sa fie natural.
Folosind definitia radacinii patrate, calculeaza:

a) 107, V230, 5" .72, 3222 1, 64 ;

b) V1369, V1764 , /2916 , \[14641, /20736 .

B) a)Aratdicdn=225+2 (1 +2+3 +... + 224) este patrat perfect.
b) Calculeaza radacina patrata a lui n.

Justifica de ce urmatoarele numere nu pot fi patrate perfecte:
a)5n+2; b)5n+3; «¢)5n+7; d)5n+8;, e)10n+2; f)10n+3; g)10n+7; h)10n+8.

) a) Scrie numerele naturale cuprinse intre 22 si 72.
b) Cate numere naturale cuprinse intre 22 si 72 exista?
c) Determinad cate numere naturale sunt intre x2 si y?, unde x si y sunt numere naturale, cux<y.

) a) Scrie patratele perfecte cuprinse intre 22 si 72.

b) Cate patrate perfecte cuprinse intre 22 si 72 exista?

c) Calculeaza cate numere naturale, patrate perfecte, sunt intre x? si y?, unde x si y sunt numere naturale,
cux<y.



1  MULTIMEA NUMERELOR REALE

) '
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) h

& Dpaca afirmatia este adevirati, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) Daca un numar natural n este patratul unui numar natural x, atunci numarul natural n

B

nu este patrat perfect. A F
b) Dacd x € N si x2 =576, atunci x este radacina patrata a numarului 576. A F
c) Radacina patrata a numarului 196 este numarul 13. A F
B Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
a) Daci v2x6 e N, atunci x este egalcu... 1)3;
b) Daca \/ﬁ e N, atuncixeste egal cu ... 2)4;
c) Daca @ e Nsiy?<1, atuncixesteegal cu ... 3)5;
d) JE esteegalcu ... 4) 6;
5)9.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

Numadrul patratelor perfecte mai mari decat 441 si mai mici decat 1225 este egal cu |:|

J

' |

(NI )V:WA Estimarea radacinii patrate dintr-un numar rational

%A Ne amintim

¢ Aproximarea unui numar natural la unitati, zeci, ¢ Radacinapatrata a patratului unui numarnatural
sute, mii, prin lipsa si prin adaos Daca numarul natural p este patratul unui numar
natural x, adica p = x?, atunci numdrul natural x este

Exemplu: raddcina patratd a numdrului natural p, adica x = /p.
Deoarece 370 < 376 < 380, rezulta:

® 376 ~ 370 (aproximarea prin lipsa la zeci); Exemplu:

® 376 ~ 380 (aproximarea prin adaos la zeci). 784 =24 72 = (22712 = 282

Simbolul = se citeste ,aproximativ egal cu”. J784 =+/28” =28

&7| Rezolvam impreuni

ExerciTiuL 1

. . . « . 3
a) Calculeaza numarul p, stiind ca p =x?six= ——.

b) Scrie numerele p si x sub forma de fractii zecimale.
c) Dintre urmatoarele trei propozitii, cea adevarata corespunde literei:
A.x,peN; B.x,peZ; C.x,peQ,x<0sip>0.
Rezolvare (activitate frontald):

3 . - . 3y (3 9 . 9
a) Deocarecex= —=sip=x% rezultdcap=|-—| =| = | = —. Prinurmare,p= —.
4 4 4 16 16

b) Efectuand calculele, obtinem x = —% =-0,75si p =(-0,75)*>=0,5625.




Estimarea raddcinii pdtrate dintr-un numar rational

c) Numerele x si p sunt numere rationale, x este numar rational negativ si p este numar rational pozitiv. Prin
urmare, propozitia adevarata corespunde literei C.

R - . < . o 9 s <
Observatie: Din rezolvarea anterioara observam ca, pentru numadrul rational pozitiv p = e exista doua @

. . 3 . - 3 N . . .
numere rationale x (unul negativ, x = _Z' si altul pozitiv, x = ZJ , astfel incat p = x2. Numarul rational pozitiv

3 9
X=— |I vom numi rdddcina pdtratd a numdrului rational p = 6 Prin urmare, \/E = x, unde x > 0. Altfel spus,

,/ —sau 0,5625 =0,75. — A
Y N X
c

Pe o harta este reprezentat un parc dintr-un oras (figura 1). Pentru

pavarea aleii BC este necesara calcularea lungimii acesteia. Se cunosc Parcul Regina Maria
distantele AB=13msi AC=20m. 4

a) Calculeaza lungimea aleii BC.

b) Arata ca lungimea aleii BC este mai mare decat 23,8 m si mai mica Fig. 1

decat 23,9 m.

Rezolvare (activitate frontald):

a) Triunghiul ABC este dreptunghic, cu unghiul drept in A. Notand BC = x m si aplicand teorema lui Pitagora,
rezultd ca x? = 132 + 202 = 569, de unde x = \/569. Prin urmare, x este radacina patrata a numarului 569, deci
BC = /569 m. Constatam insa c&, din punct de vedere practic, acest rezultat nu este folositor.

b) Avem de aratat ca lungimea aleii BC este mai mare decat 23,8 m si mai micd decat 23,9 m.

Deoarece 23,82 = 566,44, iar 23,9 = 571,21 5i 566,44 < 569 < 571,21, rezulta ca /566,44 </569 <+/571,21, de

unde /23,8 </569 <+/23,9%, adicd 23,8 <+/569 <23,9. Prin urmare, 23,8 m<+/569 m<23,9m, de unde
rezulta ca 23,8 m < BC < 23,9 m. Asadar, lungimea aleii BC este mai mare decdt 23,8 m si mai mica decdt 23,9 m.

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

1. Rezultatele obtinute la punctul b) sunt utile din punct de vedere practic, pentru ca ele dovedesc ca aleea BC
are o lungime mai mare decat 23 m + 80 cm, dar mai mica decat 23 m + 90 cm:

23,80 m < BC< 23,90 m.
Altfel spus, am realizat estimarea lungimii aleii cu o eroare mai mica decat
10 cm. Totodata rezulta necesitatea gasirii unei metode de calculare ori a
unei metode de estimare a raddcinii patrate.

2. De asemenea, am aratat ca 23,8 <+/569 <23,9. Rezulta ca 23,8 este

aproximarea prin lipsa la zecimi, iar 23,9 este aproximarea prin adaos la -7
zecimi a radacinii patrate a numarului 569. V569 ‘ ’

Se scrie: \/569 ~ 23,8 (aproximarea prin lipsa la zecimi); 36 =
?

Dictionar:
estimare = stabilirea valorii aproximative a
unui bun sau a unui obiect.

\/@ ~ 23,9 (aproximarea prin adaos la zecimi).
Observand ca 23 < 23,8 < \/569 < 23,9 < 24, rezultd ca 23 < \/569 < 24, de Vs
unde: /569 ~23 (aproximarea prin lipsd la unitdti);

\/@ ~ 24 (aproximarea prin adaos la unitati).

in general: Daca p este aproximarea la unitati a numarului real \/; unde x este un numar natural, atunci rezulta
cap< Jx < p+1, fzp (aproximarea prin lipsa la unitati) si Jx ~p + 1 (aproximarea prin adaos la unitati).
Observatii:
1. Aproximarea la unitati a radacinii patrate a unui numar natural x format din 2n - 1 sau 2n cifre (n > 1) este
un numar natural p format din n cifre.
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Demonstratie:

Cazul 1. Numarul natural x are una sau doua cifre: 10° < x < 10% implica 1</x <10, de unde rezults ca p
este un numar de o cifra.

Cazul 2. Numarul natural x are trei sau patru cifre: 102 < x < 10* implica 10< Jx <100, de unde rezults ca
p este un numar de doua cifre.

Cazul 3. Numarul natural x are cinci sau sase cifre: 104 < x < 106 implicd 100 <~/x <1000, de unde rezult3
ca p este un numar de trei cifre.

Cazul n (n > 1). Numarul natural x are 2n - 1 sau 2n cifre: 1022< x < 10" implicd 10" <+/x <10", de unde
rezulta ca p este un numar natural de n cifre.
2. Daca a,0,4,...a,, este un numdr natural de m cifre si \/aa,a,..a, ~p, pentru a afla numarul cifrelor

numarului natural p impartim numarul a,a,a;...a, de la dreapta spre stanga in grupe de cate doua cifre.
Numarul cifrelor numarului natural p este egal cu numarul grupelor formate.

impartirea in grupe de
cate doua cifre

V372~p 372 2 V372 ~ab
V4521~ p Jasl21 2 J4521~ab
J26734 ~p 2l67134 3 26734 ~abc
J915272 ~ p Joils2(72 3 915272 ~abc

3. Daca x este un numar natural format din una sau doua cifre si JIx ~ p, atunci p are o cifra si p este printre
raddcinile patrate ale patratelor perfecte: 0% 12, 22, 32,42, 52,62, 7%, 82 si 92, adicd ale numerelor 0, 1, 4, 9, 16, 25,
36, 49, 64 si 81.

Exemplu Numarul cifrelor lui p Concluzia

Exemplu Demonstratie

J5~2 Din 4 <5 < 9rezultd ca 22 < 5 < 3%, de unde \/27<\/§< 3%, adica 2<+/5 <3.

J22~4 Din 16 < 22 < 25 rezulta ca 42 < 22 < 5%, de unde \/472<\/£<\/572, adici 4 <22 <5.

V40 =6 Din 36 < 40 < 49 rezulta ca 6% < 40 < 72, de unde \/672<\/40 <\/77, adica 6<+/40 <7.

J88~9 | Din81<88< 100 rezulti ca 92 < 88 < 102, de unde /9% <~/88 <+/[10?, adica 9<~/88 <10.

i L~ B )

+ Radacina patrata a unui numar rational pozitiv p este numarul pozitiv \/;, al carui patrat este
egal cu p.

» Daca p>0six >0, atunci \/E:x<:>p:x2. > Dacd x> 0, atunci v/ x> =x.
p=0
> Scrierea /P ofera trei informatii: ﬁzo Radacina patrata a unui numar negativ nu se

defineste (daca p <0, \/E nu are sens).

(b)Y =p

¢ Operatia prin care se calculeaza radacina patrata a unui numar pozitiv se numeste extragerea radacinii

patrate din acel numar.

+ Radacina patrata dintr-un numar natural care este patrat perfect se calculeaza utilizand descom-

punerea numarului in factori primi.

+ Radacina patrata dintr-un numar natural care nu este patrat perfect se poate aproxima (prin lipsa
ksau prin adaos) cu o fractie zecimala finita.




Estimarea raddcinii pdtrate dintr-un numar rational

Aproximeaza numadrul /569 prin lipsa si apoi prin adaos:
la zeci; la unitati; la zecimi.

Daca /569 = p si p este numar natural, conform observatiei 2, rezulta ca numarul p
are dous cifre, adica \/569 ~ ab.Deoarece 2 < /5 <3, rezultd cda=2 si /569 = 2b.Din20< 2b < 30rezults

€a 20 < /569 < 30s5i, ca urmare, avem: /569 ~ 20 (aproximarea prin lipsa la zeci) si /569 =~ 30 (aproximarea
prin adaos la zeci).

2

Calculam media aritmetica a aproximarilor la zeci: 0+30 =25, sicomparam 25 cu +/569.

Deoarece 257 = 625 5i 625 > 569, rezulta ca /625 > /569 , 0L s
adica 25>+/569. Prin urmare, 20 < /569 < 25. /569
20+2

Calculam media aritmetica a numerelor 20 si 25. Deoarece 0+25 =22,5, comparam numerele 22 si 23 cu
/569 . Deoarece 22% = 484 si 484 < 569, rezulta ca /484 </569, adica 22<+/569. Deoarece 23% = 529 si
529 < 569, rezulta ca /529 <~/569, adica 23 <+/569.

Prin urmare, 23 < /569 < 25. ﬁ V569

Calculam media aritmetica a numerelor 23 si 25: 23+25 =24, 23 24
si comparam 24 cu +/569. Deoarece 242 = 576 si 576 > 569, rezulta ca /576 >+/569, adicd 24 >+/569.
Prin urmare, 23 < /569 < 24.
Rezulta: /569 = 23 (aproximarea la unitati prin lipsa); /569 ~ 24 (aproximarea la unitati prin adaos).

< S . e, 23424 . <

Calculam media aritmetica a aproximarilor la unitati: =23,5, sicomparam 23,5 cu /569.
Deoarece 23,5% = 552,25 5i 552,25 < 569, rezulta ca
/552,25 <+/569 , adici 23,5</569 . 23,5 (/560 24 =
Prin urmare, 23,5 < /569 < 24.

Calculam media aritmetica a numerelor 23,5 si 24. Aceasta este 23,75 si comparam numerele 23,7 si 23,8 cu
/569 . Deoarece 23,72 = 561,69 si 561,69 < 569, rezultd ca /561,69 <+/569, adicd 23,7 <+/569. Deoarece
23,82 = 566,44 si 566,44 < 569, rezulta ca /566,44 <+/569, adica 23,8 <~+/569.

Prin urmare, 23,8 < /569 < 24,
Calculdam media aritmetica a numerelor 23,8 si 24. Aceasta este 23,9 si comparam 23,9 cu +/569.
Deoarece 23,92 =571,215i 571,21 > 569, rezulta ca 1/571,21>+/569, adica 23,9>+/569.
Prin urmare, 23,8 < /569 < 23,9. /569
Rezulta: /569 =~ 23,8 (aproximarea prin lipsa la zecimi) si 239
V569 = 23,9 (aproximarea prin adaos la zecimi). 238 -

Din inegalitatea 23,8 <+/569 < 23,9, adica din aproximarea la zecimi, rezulta aproximarea la sutimi si asa
mai departe.
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Calcularea radacinii patrate se face cu ajutorul calculatorului de buzunar.
Calculatorul de buzunar, inventie a oamenilor de stiinta, permite calcularea radacinii patrate a unui numar,

utilizand tasta| V- . De exemplu, pentru a calcula rdddcina pdtratd a lui 2, procedam astfel:
apasam tasta| 2 si pe displayul calculatorului apare numarul 2;

apasamtastal V- sipe display apare rezultatul J2 ~1,414213562373095 (cu o eroare care este mai mica
decat 0,000000000000001).
Procedam la fel pentru a calcula raddcina patrata a oricarui numar rational reprezentat printr-o fractie
zecimala finita.
In toate exercitiile care urmeaza, folosirea unui calculator de buzunar este permisa numai daca
in fata exercitiilor respective este plasata imaginea alaturata.

Fara a folosi calculatorul, aproximeaza:
prin lipsa la intregi numarul /317 ; prin adaos la intregi numarul /317 .

Deoarece 100 < 317 < 400, rezulta ca +v100 <+/317 <+/400, adica 10 < /317 < 20.
Media aritmetica a numerelor 10 si 20 este 15. Dar 152 =225 si 225 < 317 < 400.

Rezulta cd 152 < 317 < 20% de unde /15° <+/317 <+/20°, echivalent cu 15 < +/317 < 20.
Media aritmetica a numerelor 15 si 20 este 17,5, iar 17 < 17,5 < 18. Comparam numerele 17 si 18 cu ~/317.

Deoarece 172 = 289, 182 = 324 si 289 < 317 < 324, rezultd cd 172 < 317 < 182 de unde v17% <~/317 </18?,
echivalentcu 17 < +/317 < 18. Rezulta:

\/317 =17 (aproximarea prin lipsa la intregi); 317 =~ 18 (aproximarea prin adaos la intregi).

& Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

in rezolvarea exercitiilor, foloseste calculatorul de buzunar. Exceptiile sunt specificate in enunt!

) Fara afolosi calculatorul:
a) arata ca 7056 este patrat perfect; b) extrage raddcina patrata din 7056.

¥) a) Fard afolosi calculatorul, incadreaza numarul V17 intre doud numere intregi consecutive.
b) Determina aproximarea la zecimi prin lipsa a numarului V7.
c) Determina aproximarea la sutimi prin adaos a numarului W17.
d) Rotunjeste la miimi numarul V7.

E) a) incadreazi fiecare dintre numerele /235 si /1427 intre aproximarea prin lipsa si aproximarea prin
adaos la zecimi.
b) Aproximeaza numerele /235 si \/1427 prin lipsa la sutimi.

) Rotunjeste numerele /235 si v/1427 la sutimi.
€} Calculeaza cu doud zecimale exacte:  a) +/23; b) V107; c) V/325; d) +/571.
B Copiaza si completeaz tabelul de mai jos:

Aproximare la Aproximare la Aproximare la Aproximare la Aproximare la
Numarul intregi prin intregi prin zecimi prin sutimi prin sutimi prin
lipsa adaos lipsa lipsa adaos

Rotunijire la
sutimi

SRR




Estimarea raddcinii pdtrate dintr-un numar rational

Calculeaza valoarea numarului va+b , stiind cd a= /13 -5° sib=+/576.

Fara a folosi calculatorul, incadreaza numarul /137 intre doud numere intregi consecutive.
Scrie trei numere rationale cuprinse intre:

a) V2 si/3; b) /6 si 7.
Scrie numerele naturale x care verifica:

a) 3</x <4; b) V2 <x<A/17.
Aproximeaza la miimi prin lipsa si apoi prin adaos numerele:

a) N/257; b) \/7453; c) /12354,
Rotunjeste la miimi numerele:

a) V19 ; b) V137 ; ) /9346 .

Estimeaza in metri diagonala suprafetei unui teren in forma de patrat cu aria de:
a) 63 ha; b) 8 dm?; c) 225 dam?.

Fie numerele a = \/125 sib= ~/537.

a) Aproximeaza prin lipsa si apoi prin adaos la sutimi fiecare numar.
b) Rotunjeste la sutimi numerele.

[ Se considerd numerele a = /731 sib= 1574 .

a) Calculeaza numerele a si b cu doua zecimale exacte.

b) Folosind rezultatele precedente, stabileste daca egalitatile a> = 731 si b2 = 1574 sunt adevarate. Explica
eventualele contradictii.

B Stiind cd 664 <~/441800 <665, fara a folosi calculatorul, calculeazd /4418 cu o zecimala exacta.

> @ N
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

& Dpaca afirmatia este adevirat3, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

a)Dacda= 617 —17 sib= /16 ,atunci Ja+b =8. A F

b) Daca abc = 89, atunci abc = 831. A F

c) Aproximarea prin lipsa la unitati a numarului /23 este 5. A F

(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

Daca p este radacina patrata a numarului 21 si J21 =4,5825..., notand cu p,, Cu p, si cu raproximarea
prin lipsa, aproximarea prin adaos, respectiv rotunjirea lui p la sutimi, rezulta ca:

a)p, esteegalcu... 1)4,57;
b) p, este egal cu ... 2) 3,58;
c)r+1esteegalcu... 3)5,58;
d)r-1esteegalcu... 4) 4,58;
5) 4,59.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

Radacina patratd a unui numar natural x este egala cu p. Daca 4,79 < p < 4,80, atunci Jx calculat ca

kfracgie zecimala cu doua zecimale exacte este egal cu |:| y
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LECTIA 3 Sco:a\terea factorilor de sub radical. Introducerea factorilor sub

radical

&7| Rezolviam impreuni

N

ExerciTiuL 1 @Q Ne amintim
¢ Dacax este un numar rational pozitiv,

9
Arata ca numerele rationale pozitive p = — si 0,25
P p= 16 a= atunci \/ =X.

' kll
4
>
[4

verifica egalitatile:

a) \/E-\/Ezﬁlp- : b) \/\/: =, Exemple: \/77=7; 0,34° =0,34;
Rezolvare (activitate frontald): /(1 1)2 1, /(7,2)2 72,
2 o =—; =] ;
Observam cap = (ij si g = 0,5% Rezulta: 2 9 4 4
4 (10,8)2 _108_,
/ 3y 3 5 8 ) 18
\/E_ (Z) _ZI \/a_ 015 _0151 & )
2 2 2 2 2 2
pq: i '0152: 2’015 :(1,5 $| B: i (i r 1 = ij .
4 4 4 g \4 4 40,5 2

a)Deoareceff——OS_ ( j

b) Deoarece £=E:O,S=i 1 —i \/7 —, rezulta ca ﬁz\/j
Ja 4 405 2° \/ Ja \a

Fie a si b doua numere rationale pozitive.

a) Demonstreaza ca v a’b = a\/B.
b) Demonstreazi ci avb = a’b . \

¢) Scrie \/48 sub forma avb, unde a si b sunt numere naturale si b nu are ca divizor niciun patrat perfect.

d) Scrie 24/18 sub forma \/E, Ccu a numar natural.
Rezolvare (activitate frontald):

a) Notand a+/b =p, rezults ca (a\/B)Z =p?, adica a’ (\/5)2 =p*. Dar (\/B)Z =b. Prin urmare, a?b = p? adica

patratul lui p este a’b. Altfel spus, radacina patratd a numarului a® este p, adicad v/a’b =p si, cum a\/B:p,

rezults cd Va’b =ab.

2
b) Notand av/b cu p, obtinem succesiv: a/b =p, (a\/E) =p?, adica a?b = p?si Va’b = p. Deci, a\Jb =a’b .
c) Descompunem numarul 48 in factori primi si gasim 48 = 2% - 3, de unde 48 = (2?)2- 3 =4?-3,deci48 =42 - 3.

Conform formulei Va’b = a\/E, numitd formula de scoatere a unui factor de sub radical, rezultd: v/4%-3 = 4\/5.

Prin urmare, /48 =4\/§.
d) Conform formulei a\/E:\/azb , humita formula de introducere a unui factor sub radical, rezulta ca

2418 =+/22.18 . Dar 22 - 18 = 72 5i 2./18 =+/72.




Scoaterea factorilor de sub radical. Introducerea factorilor sub radical

, L e B \
¢ Radicalul unui produs de numere rationale p si g, p > 0 si g > 0, este egal cu produsul radicalilor:

\JpP-q :\/E-\/a,oricare arfip,ge Q..

+ Radicalul catului a doua numere rationale p sig, p>0sig > 0, este egal cu catul radicalilor celor doua

numere rationale: \/E =£, oricarearfip,qe Q..
9 Jq

¢ Introducerea factorilor sub radical
in egalitatea p\/a = \/ﬁ, unde p, g sunt numere rationale pozitive, spunem cd factorul p al produsului

p+/q a fost introdus sub radical. Daca p < 0 si g > 0, atunci pf = —\/T-q.
¢ Scoaterea factorilor de sub radical @
in egalitatea \/ﬁ =p+/q,unde p, g sunt numere rationale pozitive, spunem ca factorul p al produsului =

p? - q afost scos de sub radical. Daci p € R si g > 0, atunci \/ﬂ =|pl\/g.
., »incazul \/Z, unde A este un numar natural, prin scoaterea factorilor de sub radical se intelege
scrierea radicalului sub forma av/b, unde a si b sunt numere naturale, iar b nu este divizibil cu

@ hiciun patrat perfect. Se introduc sub radical numai factorii pozitivi.

\ J

[#* Aplicim cunostintele
B

N

Completeaza tabelul de mai jos, stiind ca a si b sunt numere naturale, 5 j i > 4 A
iar b nu este divizibil cu niciun patrat perfect. 1 212
7o @ | i Jo6 (352 6|2~
ab | 43 72 5(2 5.6 313 Jag=V4’3-
] =43

Rezolvare partiala:

V45 =+/3% .5 =34/5; 742 =+/7>-2 =/49.2 =[98 . Analog, pentru celelalte numere.

ExerciTiuL 2

Mihaela si Mihai au de rezolvat exercitiul de mai jos. Rezolvarile lor sunt urmatoarele:

[Scoate factorii de sub radical: J Mihai descompune in factori primi numerele 32 si 96:

2) V32, b) /96, ? é ; Zg ; Rezult i 32 = 25 51 96 = 25 - 3. Deci:
) gla  2ala @) N32=v2" =227 -2=22\2=42;
Care rezolvare este corecta?
Rezolvare: ‘21 g 12 ; b) /96 =~/2° -3 =4/(22)?-2-3 =22/6 = 4/6.
Observam ca fiecare rezolvare respecta ] 313
operatiile cu numere naturale, propri- 1

etatile operatiilor, inclusiv formula de
scoatere a unui factor de sub radical. Mihaela

Dar trebuie sd retinem cd, in mod curent a)\/3_2=\/ﬁ=\/§=2\/§; b)@:m:mzz\/ﬂ‘

in cazul JZ, unde A este un numar

natural, prin scoaterea factorilor de sub radical se intelege scrierea radicalului sub forma a/b, unde
a si b sunt numere naturale, iar b nu are ca divizor niciun patrat perfect. Remarcati ca, din acest punct de
vedere, rezultatele obtinute de Mihaela nu sunt cele finale.

Rezultatele finale, corecte, sunt cele obtinute de Mihai.
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g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

~N
&) a) Descompune in factori primi numerele: 28, 108, 343, 500, 243, 72.
b) Scoate factorii de sub radical: v28,/108,~/343,4/500,/243,/72.
B} Introdu factorii sub radical: a) 243,345,542, 247, 4/3; b) 3v2,543,7+/2,24/5,347.
E) Scrie trei exemple de numere care:
a) nu sunt divizibile cu niciun patrat perfect; b) sunt divizibile cu cel putin un patrat perfect.
@) Scrie urmatoarele numere sub forma av/b, unde a si b sunt numere naturale, iar b nu este divizibil cu
niciun patrat perfect:
a) V9-16-2,+/3-25-81,4/144-49.5,1/9-25.2; b) \/363,/3675,/7168,/14175.
B Se considerd numerele: \/294,\/ 36 ,\/108,\/ 276 ,\/490,\/1008. Scrie fiecare fractie de sub radical
900 V392 V441 \1440 V343 \ 720
sub forma ireductibild, apoi scrie radicalul rezultat in una dintre formele _aJB , a sau ﬁ undea, b, ¢, d, e,

¢ eVf \/E

f,p,q € Nsib, f, psignusunt divizibile cu niciun patrat perfect.
[@ Calculeazi cel mai mic numar intreg mai mare decat: a) 2\15;  b) 347; o 5/11;  d) 7417,
a) Fie a > 0'si produsul (~1)-+/a . Poate fi introdus factorul (-1) sub radical?

b) Sunt corecte egalitatile (=3)-v/4 =-3/4 =—/36 7 Justifica.
€ Calculeaza cel mai mare numar intreg mai mic decat: a)-215; b)-317; ¢ 53; d) 7417.
Q
@

Introdu factorii sub radical si rotunjeste la sutimi radicalul rezultat:

a) 47; b) 7:/10; 0) 1543; d) 24/15. sgess
Scrie radicalul sub forma av/b, unde a si b sunt numere naturale, iar b nu are ca divizor niciun patrat perfect:

9"+9" 419" neN; b) A/12"-15"".20", n e N.

Z @ .
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20 )

E) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

a) Numarul +/450 este numar rational. A F
b) Numarul —\/% este numar irational. A F
c) Cel mai mic numar intreg mai mare decat —24/7 este numarul 5. A F
(2 ] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
a) \1260 = ... 1) 15V14;
b) /4116 = ... 2) 14/15;
c) V4410 = ... 3) 2W10;
d) V3150 = ... 4) 14421;
5) 6+/35.
E) Completeazi caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

Daca n este un numar natural mai mare sau egal cu 2024 si /4" +2°""' +4™" se scrie sub forma ab,
kastfel incat b sa nu aiba ca divizor niciun patrat perfect, atunci numarul natural b este egal cu |:|

J




EVALUAREA UNITATII DE INVATARE

Q TEST Timp de lucru: 50 de minute.

I. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. h
(5p) 1. Raddcina patratd a numarului 784 este numarul ... .
(5p) 2.Daca m este numar natural si y > 4, atunci x este egal cu ... .
(5p) 3. Aproximarea prin lipsa la intregi a numarului V250 este numarul ... .
(5p) 4. Aproximarea prin adaos la intregi a numarului J/250 este numarul ... .

Il. Uneste, prin sageti, fiecare radical aflat in coloana A cu scrierea acestuia sub forma a/b,

aflata in coloana B, unde a € Nsi b € N, iar b nu este divizibil cu niciun patrat perfect.
A B

(5p) | 1./486 =... a) 1,56;
(5p) | 2.+/2,52 =... b) 6/7;
(5p) | 3.13,5 =... c) 0,6+/7;
(5p) | 4.+4/252 =... d) 9v/6;

e) 0,5+/54.

lll. Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

(5p) 1. Daca /675 = a+/3, atunci a este egal cu:

A. 25; B.15; C.75; D. 45.
(5p) 2.Dacd 27 = a, atunci a este egal cu:

A.1029; B. 441; C.147; D. 3087. @
(5p) 3. Daca /1620 = 18/a, atunci a este egal cu:

A.15; B. 10; C.5; D. 20.
(5p) 4. Numarul /79 este numar:

A. rational; B. natural; C.irational; D. intreg.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.

1 18
IV. Fie multimea M = {1,(3), T =g _12, 56}.

(15p) Determina multimile:
aMnZ b) M Q; <) M\ Q.
S A 4 98
V. Se considera multimea M = Py -2,3,V25, - > V27, -8 L.
(15p) Calculeaza suma numerelor din multimea M care sunt:
a) naturale; b) intregi; c) rationale.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul | L1 [ 12 [ 13 | 14 | W1 [ 102 [ 03 | 14 | W [ W2 [ 3 |14 | Va [ IVb | IVc | Va | Vb | Vi
Punctajul
Nota
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UNITATEA: NUMERE REALE

N1Vl Numere irationale. Numere reale. Incluziunile NcZ cQcR

%A Ne amintim

¢ orice numar natural este numar intreg, adica N c Z;
¢ orice numar intreg este numar rational, adica Z — Q;

. N . . m m . .
¢ orice numar rational poate fi scris sub una dintre formele -— sau —,undem € Nsin € N
n n
¢ prin algoritmul de impadrtire, orice fractie ordinara poate fi scrisa ca o fractie zecimala finita sau ca o fractie

zecimala infinita periodica;
+ multimea numerelor rationale este multimea ale cdrei elemente sunt fractiile zecimale finite sau fractiile
zecimale infinite periodice.

&7] Rezolvim impreuns

ProBLEMA 1

Se considera fractia zecimala infinita 0,1010010001..., definita astfel: dupd primul T urmeazd t G
un zero, dupd al doilea 1 urmeazd doud zerouri, dupd al treilea 1 urmeaza trei zerouri etc. v

Arata cd aceasta fractie zecimald nu este periodica.
Rezolvare (activitate frontald):
Presupunem, prin reducere la absurd, ca fractia zecimala este o fractie zecimala periodica. Presupunand ca
perioada are n cifre, aceasta va contine cel putin o cifra 1 si cel mult n - 1 zerouri. Rezulta ca intre oricare doua
cifre de 1 consecutive nu putem avea mai mult de n - 1 zerouri. Fals, deoarece acest lucru este in contradictie
cu modul de formare a fractiei zecimale. Prin urmare, fractia zecimala considerata este o fractie zecimala
infinita neperiodica.

y

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Problema precedenta arata ca exista fractii zecimale infinite care nu sunt periodice. Prin urmare, exista:
fractii zecimale finite (de exemplu, 14,035), fractii zecimale infinite periodice (de exemplu, 3,(02) sau —18,01(3))
si fractii zecimale infinite neperiodice (de exemplu, fractia zecimala din problema precedenta). Aceasta
observatie ne permite sa identificdm noi multimi: multimea numerelor reale si multimea numerelor
irationale.

~

¢ Multimea numerelor reale este multimea ale cdrei elemente sunt fractiile zecimale finite, fractiile
zecimale infinite periodice si fractiile zecimale infinite neperiodice.

¢ Multimea numerelor reale se noteaza cu R.

¢ Multimea numerelor rationale este multimea ale carei elemente sunt fractiile zecimale finite si fractiile
zecimale infinite periodice.

* Multimea numerelor rationale se noteaza cu Q. NcZcQcR
¢ Orice numar rational este numar real, adica Q c R.

¢ Multimea numerelor irationale este multimea R \ QQ, ale cdrei elemente sunt fractii zecimale infinite
neperiodice.

¢ Un numar este real daca si numai daca este rational sau irational: R = Q U (R\ Q).

-
.




Numere irationale. Numere reale. Incluziunile Nc Z c Q c R

&7] Rezolvim impreuni

a) Demonstreaza ca radacina patrata a numarului 2 nu este numar rational.
b) Arata ca radacina patrata a numarului 2 nu poate fi reprezentata printr-o fractie
zecimala finita sau periodica.

Rezolvare (activitate frontald): -
a) Presupunem, prin reducere la absurd, ca V2 e Q. Atunci exista x € Q si x> 0, astfel incat V2 = x. Rezults ca

. < x m . .
x*>=2.Deoarece x € Q si x> 0, rezultd ca x= —, unde m si n sunt numere naturale si n # 0. Putem presupune
n

ca aceasta fractie ordinara este ireductibild, caci, in caz contrar, o simplificam si devine ireductibild. Cum x* =2,
2

<« M . < < < .
rezultd cd —- =2, de unde m? = 2n?. Deci, m* este numar natural par. Daca m* este numar natural par, atunci
n

si m este numar natural par, adicd m = 2k, unde k este un numar natural nenul. inlocuindu-l pe m cu 2k in
egalitatea m? = 2n?, rezulta ca 4k*> = 2n? sau 2k? = n. Deci, n* este numar natural par. Atunci si n este numar
natural par. Cum m si n sunt amandoua pare, rezulta ca fractia poate fi simplificata cu 2, adica este reductibila.
. .y .. m . S e e - o o .
Acest lucru este imposibil, deoarece fractia — este ireductibild. Presupunerea ca radacina patrata a lui 2 este
n
numar rational este falsa si, ca urmare, radacina patrata a numarului 2 nu este numar rational, adica 2 ¢ Q.

Observatie: Analog, se demonstreaza ca pentru orice p, numar prim, y/p nu este numar rational.

b) Presupunem, prin reducere la absurd, ca V2 poate fi reprezentat printr-o fractie zecimala finitd sau

periodica. Cum orice fractie zecimala finita sau periodica poate fi reprezentata printr-o fractie ordinara —,
n

< x m N < x N s
rezultd ca <2 =—, ceea ce inseamna ca /2 Q. Acest rezultat este absurd, deoarece este in contradictie cu
n
demonstratia anterioara. Prin urmare, V2 nu poate fi reprezentat printr-o fractie zecimala finita sau periodica.

: T w

¢ Numarul rational este o fractie ordinard care poate fi 3
reprezentata printr-o fractie zecimala finita sau periodica, ¢ Z:’ -
precedata sau nu de semnul,+" sau de semnul ,-".

%; 0,25;1,(12); 7,8(12); -2,87 € Q.

¢ Numarul real care nu este numar rational se numeste *V2eRsi ﬁé@ﬁﬁER\Q
numar irational. (\/5 este numar irational).

+ 0,101001000100001000001...

¢ Numarul irational este o fractie zecimala infinita O
este numar irational.

neperiodica.

¢+ Daca p este un numar natural prim, atunci \/; * \2,43,4/5,/7,4/13, ... sunt numere
este numar irational. irationale.

+ Dacidn e N nu este patrat perfect, atunci V/n este * 72=2°- 32 nu este patrat perfect = 72
numar irational. este numar irational.

¢ Opusul unui numar irational este un numar ¢ +/15,—+/15 sunt numere irationale.
irational.

- = - - = 2 N
¢ Suma dintre un numar rational si un numar < 3+ﬁ,—+\/15,7—\/§ sunt numere irationale.
irational este un numar irational. 3

¢ Produsul dintre un numar rational nenul si un , g /1 2 [15,-17+/5 sunt numere irationale
7 7 5 .
numar irational este un numar irational. 3

_ J
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[#* Aplicim cunostintele

< x /18 T
Arata ca B3 este numdr irational.

~

. . . . 18 . . 18
Rezolvare (activitate frontald): Presupunem, prin reducere la absurd, ca - €Q. Rezulta ca - =m, unde
n

. A 18 /18 “ . . N18 m
m si n sunt numere naturale nenule, prime intre ele. Deoarece - :T' rezultd succesiv cé: —(—=—;
7

J7 on
2 2
18 =my/7; (n\/ﬁ) = (mﬁ) ; 18n?=7m?2. Deoarece 18n?: 2, din ultima egalitate rezulta ca 7m? : 2. Rezulta

ca m : 2, adica m = 2k, unde k € N, iar din egalitatea 18n* = 7m? rezulta ca 18n? = 7 - 4k? echivalent cu
9n? =7 - 2k Deoarece 7 - 2k? : 2, rezultd cd 9n?: 2, de unde n : 2. Cum m : 2 sin : 2, rezultad ca m si n nu sunt
prime intre ele, ceea ce este absurd, deoarece este in contradictie cu presupunerea facuta (m si n sunt numere

oo . /18 . /18 o
naturale prime intre ele). Prin urmare, 7¢Q Si = este numar irational.

Observatie:In general, dacd un numar rational x nu se poate scrie ca raport de patrate perfecte, atunci Jx
este numar irational.

@ Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) a) Scrie doud numere rationale si doua numere irationale.
b) Scrie doua numere reale care nu sunt rationale.

E) Scrie doud exemple de numere reale care nu sunt rationale si care sunt:

a) pozitive; b) negative; c) unul pozitiv si altul negativ.
E) Se considerd multimea M = {x | x= Ja,aeN,a<1 0}. Calculeaza probabilitatea ca, alegand la intamplare
un numdr a din multimea M, acest numar sa fie: a) rational; b) irational.

@) Se considera multimea M = {2; —/5;0,3;\/1; =9;/7; —0,2(3)}. Scrie elementele multimii M n (R\ Q).

B Se considera numerele: —2;—\/§;§;\/§;—1,(3);—\/E; 3,25;/8:10; /4.

a) Copiaza desenul alaturat si scrie fiecare dintre numerele date
in diagrama corespunzatoare multimii cdreia i apartine.

b) Cum se numesc elementele multimilor: i) R\ Q; i) Z\N?

c) Defineste multimea Q \ Z, numind o proprietate caracteristica
elementelor sale.

2 o N Z

{@ a) Scrie trei numere reale care nu sunt rationale.
b) Scrie trei numere rationale care nu sunt intregi.
c) Scrie trei numere intregi care nu sunt naturale.

Fie multimea A = {0,2; 3;0,5;2019%/5; —\/7} Scrie elementele multimilor:

a) A\Z; b)AnQ; ) A\Q.

Precizeaza valoarea de adevar a propozitiilor:

a){-1;0;2} c Z; b) {—ﬁ;\/g;—\/f}cZ; 9] {—ﬁ;f;—ﬁ}cR;
d) 13N e) (-4} cR\Q; f) {942} cR\Q
Demonstreaza ca: a) /3 este numar irational; b) \/5 este numar irational.

Demonstreaza ca:
a) suma dintre un numar rational si unul irational este un numar irational;
b) produsul dintre un numadr rational si unul irational este un numar irational.




Modulul unui numar real

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

E) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) Exista numere naturale nenule a si b pentru care rezultatul calculului av/b

este numar natural. A F
b) Exista numere naturale nenule asi b, unde b nu este divizibil cu niciun patrat

perfect, pentru care rezultatul calculului a\/b este rational. A F
c) Rezultatul calculului 5++/15 este un numar irational. A F

(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat

in coloana din dreapta. 4 puncte
a) 3'5 apartine multimii ... NNAZ;
' 2) Z\N;
b) /52 +122 —/252 —207 apartine multimii ...
3 Z;
(4] 4-10° apartine multimii o
5 P A 4)R\Q;
d) /1% apartine multimii ... SIRAN.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte
Cel mai mare numar natural x pentru care v24 —x € Q este numarul |:|
\ _J

N1 VWA Modulul unui numar real

¢ modulul unui numar rational si proprietatile modulului;
¢ reprezentarea numerelor rationale pe axa numerelor.

&7 Rezolvim impreuni

a) Reprezinta pe o axa punctele A, B, C, A', B'si C', ale caror coordonate sunt numerele:

= 5,16, 7,9 5i 6.
7 7

b) Folosind reprezentarea grafica, arata ca modulul unui numar real este egal cu distanta de la originea axei
la reprezentarea numarului pe axa.
Rezolvare (activitate frontald):
a) Considerand unitatea de masura de 2 patratele (1 cm), obtinem reprezentarea pe axa din figura de mai jos.

N

e . ——
16 -9 Ja 0 Ja Jo  \ie
R SR SR SR

b) Avand in vedere definitia si proprietdtile modulului invdtate la multimea numerelor rationale, definitia

3 E‘:izLS si OA = 1,5 cm, respectiv 31

Ja 2 Ja

si OA' = 1,5 cm, adica OA = OA'.In mod asemanator, obtinem ci OB = OB'si OC = OC', adica modulul numarului
reprezinta distanta de la originea axei la reprezentarea acelui numar pe axa numerelor.

radicalului si reprezentarea pe axa, obtinem:

_3
2

215
2
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in general, daca x este un numar real si punctul M este reprezentarea pe axd a numarului x, atunci modulul
numarului x este distanta, pe axa numerelor, de la originea axei la punctul M. Scriem |x| = |OM|, unde O este
originea axei, iar punctul M este reprezentarea pe axa a numarului x.

Observatii:

1. Modulul unui numar negativ este egal cu opusul numarului respectiv.

Exemplu: |—\/ﬁ|=—(—\/ﬁ), deoarece |—\/ﬁ|=\/ﬁ Si —(—\/ﬁ)zx/ﬁ.
2. Daca modulul unui numér este \/a , atunci existd doud numere reale distincte cu proprietatea ca modulul
lor este </a. Aceste numere sunt v/a Si —Ja.

Exemplu: | x| =~/11; exista doud numere cu aceasta proprietate sianume x = ~/11 six= —/11.
3. Modulul unui numar este cu atat mai mare, cu cat distanta de la origine la punctul de reprezentare a
acelui numar pe axa este mai mare.

Exemplu: |—\/ﬁ| > |—\/§| .

‘ L~ B ”

¢ Definitia modulului unui numar real

> Daca x este un numar real, atunci: » Modulul unui numar real este egal cu distanta
x, dacax>0 de la originea axei la reprezentarea numarului
|x| =10, dacax=0. pe axa numerelor.

—x, dacax <0
2o | + Proprietatile modulului unui numar real (oricare ar fi numerele reale a si b):

> |al = 0; > |a| = 0 dacd si numai daca a = 0; dla| =|-al;
> |al*=a* >|a-bl=|a|-|b|; > pentru b =0, g:%.
¢ Scoaterea unui factor de sub radical: ¢ Introducerea unui factor sub radical:
Va? =|G|,oricarearﬁaeR; /b Ja’b,dacda,beR,a>0,b=0
avb = .
Jab =|a|\/b, oricarearfia, b e R, b>0. —Ja’b,dacaa,beR,a<0,b>0
[#* Aplicim cunostintele
~
Fie a si b doua numere reale.
a)Dacda>0sib>0,atunci|a- b|=absi|a| - |b| = ab. Justifica. O

b) Daca a < 0si b >0, atunci|a - b| =-ab si|a| - |b| = —ab. Justifica. Ly
c)Dacaa>0sib<0,atunci|a- b|=-absila| - |b] = -ab. Justifica.
d) Dacd a < 0sib<0,atunci|a- b|=absilal| - |b| = ab. Justifica.
e)Dacda=0saub=0,atunci|a-b|=0si|a| - |b| = 0. Justifica.
Rezolvare (activitate frontald):
c)Dacda>0sib<0,atuncia-b<0sil|a-b|=-ab.De asemenea, a > 0implicé |a| = asi b < 0 implica |b| = -b.
Prin urmare, |a - b| =-ab si|a| - |b| = -ab.
Din rezolvarea exercitiului 1 rezulta ca |a - b| = |a| - |b|, oricare ar fi a si b numere reale.

ExerciTiuL 2 ExercimiuL 3

. Jal g . ) Demonstreaz c&:
Demonstreaza cd |—| =+, oricare arfiasibnumere _
a) \Ja* =|d|, oricarearfia e R;

|b
reale, b = 0. .
Rezolvarea - activitate pe grupe b) Va’b =ld-\/b, oricare arfia,b € R, b 0.
Rezolvarea - activitate pe grupe




Modulul unui numar real

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

E) Copiaza si completeaza tabelul:

—2 -2 V5 -

2
5 =
1,5 J10 17 3
2
B) Determina numerele reale x, stiind ca: a) |x| = 2+/3; b) [x| =0; o) |-x|= E; d) |-x| =x.

E) Scrie valoarea absolutd a numarului: a) -12; b) —%; c) 3,25; d) -0,5; e)\/6 ; f) —34/5.

—\/07—1‘.

B Un elev din clasa a Vll-a, dorind s exerseze introducerea unui factor sub radical si definitia modulului unui
numdr real, a scris in caietul de matematica:

a) [2V3-4|=23-4; b) [7-5v2|=-7+52; o) [3v11-10|=10-3V11.
Precizeaza care egalitdti sunt adevarate si care sunt false.
@ Sstindca V2 =1,414213..., \/3 =1,73205..., \/7 =2,64575..., elimina modulul din scrierea numerelor:

@) Fie numarul real a =-1,214. Scrie aproximérile prin adaos la zecimi ale numerelor: |a|; 1-+/a* ;

a) [1,414-2; b) |-/3+1,73]; o) [5,25-27).
Pentru x < -5, calculeazé: a)|1-x|-2+Xx; b) [-2-x| +5 +x.
B} Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat in coloana din dreapta.
a) x=0siy=0daca sinumaidaca ... 1) |x-y|=x|+ Iyl
b) x si y sunt nule sau de semne contrare daca si numai daca ... 2) |x+2|<5;
c) -2 <x<2daca si numai daca ... 3) x+1|<4;
d) -5 <x<3daca sinumaidaca ... 4) x| <2;
5) |x| + |y| = 0.

E) Introdu sub radical factorul X din expresia x. /—1 ,stiindcax=0,y=0sica|x-y|=x|+ |yl
y y y

\ 9,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

) paca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

a) |x+y| = x| +|y|, oricare arfix,y € R. A F

b) Dacé |x| = —x, rezultd cd numadrul real -x este negativ. A F

c) Dacéd x este un numar real, rezultd ca |x| = x sau x < 0. A F
B Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

a) Daci x € Rsiy>0,atunci 4/8x%y = ... 1) 2|x|y2y;

b) Dacd x >0 iy >0, atunci \/8x°y = ... 2) —2x4J2y;

c)Dacadx<0siy>0,atunci \/8x°y = ... 3) 2x42y;

d) Dacdx < 0siy<0,atunci \/-8x°y = ... 4) 2x./-2y;
5) —2x4/-2y.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte
Rezultatul calculului ‘—2«/5—x‘+3\/§+x este radacina patrata a unui numar natural. Pentru x < -3,

numadrul natural este egal cu |:|
\ J J
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(NI 1V:WB Compararea si ordonarea numerelor reale

¢ compararea numerelor rationale reprezentate prin fractii zecimale.

%71 Rezolvam impreuns

Folosind un calculator de buzunar, calculeaza radacina patrata si compara numerele reale:
11 1 21
a) % si %; b) \7 5i2,645; ) 5 s V5, d) 5 5iV2; e) V7 i —?3; -5 —17; 9) 56 si 6+/5.

Rezolvare (activitate frontala):

~

25)

" R : ®'3 75 Y6 24
a) Aducem fractiile la acelasi numitor. Numitorul comun este 100. Atunci —=—5si —=—r

100> 25 100

. . m .
2_4<£ <« Daca m, nsip sunt numere naturale nenule, atunci — < P daca si
100 100 numai daci m < p. non

Rezulta ca £<i
25 4
b) \/7 =2,64575131....Comparand /7 =2,64575131... cu 2,6450, rezultd c& \7 > 2,645.

) % =2,20si J5 =2,23606797749979... .

2.236067... > 2,20 Daca .numerele pvozivtiv.e funt sFrisevsgb formé de fralctie ;efimalé,
atunci se compara partile intregi si partile zecimale cifra cu cifra.
< x 11
Rezultd ca /5 >?, deoarece 2,236067... > 2,20.

d) . < . I - < "
—«/E < \/5 <—>  QOrice numar negativ este mai mic decat orice numar pozitiv.
e) Scriem numerele sub forma zecimala si comparam modulele lor:

Dintre doua numere negative, mai mic este acela care are modulul mai mare.

Din —7 =-2,64... si —%:—2,6 rezultd ¢ |—v7|= |-2,64...| = 2,64... si

1
-?3‘ — |-2,64| = 2,60.

1
Cum 2,64 > 2,60, rezulta ca —\7 < —?3.

f) Din —%=—4,2 si —/17 =-4,1... rezultd ca

_%‘ =l-421=4250 |-V17) = |-40. ] =41....

21
Cum 42 > 4,1, rezulté c& — < -7,

g) Introducem factorii sub radical: 56 =+/52-6 =/150 Si 6+/5 =67 -5 =~/180. Rezulta:

J150 <+/180, Oricarearfia>0sib>0, Ja>/b daci sinumaidacdaa>b.
deoarece 150 < 180 Jaz>vJb <a>b




Compararea si ordonarea numerelor reale

Observatie: Deoarece orice numdr real poate fi reprezentat printr-o fractie zecimald, pentru a compara
doua numere reale, folosim regulile de comparare ilustrate anterior.

f L~ B )

¢ A compara doua numere reale a si b inseamna a stabili care dintre relatiile a < bsaua=bsaua > b
are loc. Pentru orice numere reale a si b are loc una si numai una dintre relatiile a < b saua=b sau a > b.
¢ Orice numar real negativ este mai mic decat 0 si decat orice numar real pozitiv.
¢ Daca asi b sunt numere reale negative, a < 0, b < 0, avem a < b daca si numai daca |a| > |b|.
¢ Daca asi b sunt numere reale pozitive, a> 0 si b > 0, atunci a < b daca si numai daca Ja</b.
¢ Pe multimea numerelor reale, relatia <" are proprietatile:
> ac<a,oricarearfia e R;
> dacda,beR,a<bsib<a, atuncia=yb;
» dacda, b,ceR,a<bsib<catuncia<c
» dacda,beR,a>0sib>0,atunci Ja >+/b daca sinumaidaca a > b. =
Proprietatile relatiei <" raman valabile si pentru relatia,>"
Relatiile ,<"si,>" au proprietatile:
» dacda, b ceR,a<bsib<catuncia<c;

L » dacdaa, b ceR,a>bsib>c atuncia>c. )

[#* Aplicim cunostintele

Fara a folosi calculatorul, compara numerele reale:

a) - i _Jaa; b) =38 si —/73.

Rezolvare (activitate frontald):

2
2
a) Calculam, apoi comparam patratele celor doua numere: (—z] =8,5"=72,25 si ( \/84) =84. Deoarece

72,25 < 84, rezulta succesiv ca: /72,25 <+/84 / —z ,/ ‘
17

Deoarece, dintre doud numere negative, mai mic este acela care are modulul mai mare, rezulta ca —/84 < 5

|-

b) Introducem factorul sub radical si comparam modulele celor doua numere: —3/8 =—/72. Rezults c3

| 3\/_|_| \/_|_\/_ Cum| \/7| J73 si 72 < 73, rezulta ca J72 <73, deC|| 3f|<| \/_|

Deoarece, dintre doud numere negative, mai mic este acela care are modulul mai mare, rezulta ca —/73 < —3./8.

g Exerseazi, fixeaz si aprofundeaza cunostintele

&) Comparad numerele reale:

a) V3 siv2; b % i 11; 0 5 si g; d) 19 si ‘%-
E) Precizeaza care dintre urmatoarele propozitii sunt adevarate si care sunt false:

a) V2 >1,5; b) V10 <3; ) —2<—3; d) —/2 <—/3. Gry
E) ncadreazi fiecare numar real intre doua numere intregi consecutive:

a)...<1,7<... b)..<=17<..;. ..<~7<.. d)...< 7 <....

_ . . ., 371 372 . . . .
I3 Se considera numarul real x, astfel incat W< x° <W. Scrie trei valori ale lui x:

a) pozitive; b) negative.
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B stindca J3=173.. Si J5=2,23.., scrie trei numere reale cuprinse intre:
a)1,7si \/3; b) —/5 si-2,2.
@ Sscrie elementele multimii: M = {er|—\/§£x£ﬁ}m{er||x+1 |<2}.

Se considerd multimile N, Z, Q, R, Z\ N, Q \ Z, R\ Q. Precizeaza pentru fiecare dintre numerele de mai
jos daca apartine sau nu multimilor enumerate:

a) -0,1(3); b) \V17; c) \/81; d) —/144; e) —/3.

B} Se considerd un patrat ABCD, a cérui arie este egald cu 5 m2 Stiind ca J5=2,2360...:

a) calculeaza lungimea laturii patratului, cu aproximare prin adaos la miimi;

b) scrie lungimea calculata la punctul a), in decimetri;

c) scrie lungimea calculata la punctul a), in milimetri;

d) scrie lungimea calculata la punctul a), sub formaxm + y dm +zcm + t mm, unde x, y, z si t sunt numere
naturale nenule.

) Scrie numerele intregi consecutive intre care se afla:

a) \/ﬁ; b) ~J13.

) Scrie numerele intregi situate intre: ‘
a) —V/3 si/2; b) —/5 si V5. @@”
(%
A

.o . o . . &
() Determind numerele reale care verifici inegalitatea:

a) |x—\/§| <0; b) |2y—\/§| <0.
(A sestiecs |a—\/§|+|\/§—b| <0. Calculeaza numerele reale asi b.
B calculeaza:

a) x| +|1 - x| +2x-3,dacd x < 0;
b) |x* +1|—vx* +|x -3+ x-3, dacd0 < x < 3;
o) Ix+2/++/(x=1?-[3x-6|, daca -2 <x< 1.

@ &
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

E) Daca afirmatia este adevirats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

a) 245 <342. A F
b) Daca v/x =11,48912529... si \[y =11,48956.., atunci /x >[y. A F
c) Numerele -3,5, -3,51, -3,52 si —3,53 sunt scrise in ordine crescatoare. A F

(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat

in coloana din dreapta. 4 puncte
Dintre numerele x, y, z si t, cel mai mare este:
a) x,daca ... 1) x= 2\/§;y= 0,1W1250; z= \10; t= 0,5v42;
b)y, daca ... 2)x=—2\/§;y=—0,1m;z= —J10; t= —0,5v42;
c)z daca... 3)x= 2«/§;y: —0,1W1250; z= -10; t= —0,5:/42;
d)t, dacs ... 4)x= 17 =4,123105...;y =4,123); 2= 4,(123); t = 4,12(3).
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

, . . 23 . Ce I <
Dintre numarul rational Y si numarul irational —/132, este mai mic numarul |:|




Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor prin aproximari

(NI 1V:.X‘® Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor prin aproximari

&1 Rezolvam impreuni

PROBLEMA 1 A& Ne amintim
o 5 2 ¢ definitia axei numerelor;
Reprezinta pe axa numerele: 1; g?‘0157 -1 * reprezentarea pe axa a numerelor rationale;
Rezolvare (activitate frontald): ¢ aproximarea numerelor irationale.
Pe axa numerelor, numarului 1 ii corespunde umh

punctul A. Notam A(1) si citim punctul A are ’

coordonata 1. D c @) B A
Analog, rezulta punctele: B(%}; 0(0); C(-0,5); _; _0:5 (') ! 1- >
D(-1). 3

K& Observim si descoperim cunostinte noi

Pentru reprezentarea numerelor irationale, recurgem la aproximarile lor zecimale.

~

Exemplu: Sa reprezentam pe axa numerelor pe V2. Deoarece <2 =1,414213562373..., scriem 1,4 < /2 < 1,5;

il aproximam pe V2 cu un numér situat intre 1,4 si 1,5, iar punctul a carui coordonatd este V2 se reprezinta
printr-un punct situat intre punctele M(1,4) si N(1,5).

Mz N

1 11 1.4 1,5 1.9 2

Daca aproximam pe V2 cu un numérintre 1,41 si 1,42, atunci V2 va fi coordonata unui punct situat intre
punctele P(1,41) si Q(1,42).

[ ]

M P2
I

l
I

+o
=

1.4 1,41 1,42 1,49 1,5

Prin continuarea procedeului anterior, se poate reprezenta pe axa numarul J2 intre dous puncte Xsi Y, ale
caror coordonate sunt aproximarile prin lipsa, respectiv prin adaos la a n-a zecimald a numarului J2.

in drum spre bunici, Sandu, aflat in autoturismul tatlui sau, traverseaza podul
peste Dunare de la Braila. Kilometrajul de bord a indicat 5043,7 km la intrarea pe
pod si 5045,9 km la iesirea de pe pod. Ajuta-l pe Sandu sa calculeze lungimea
podului.
Rezolvare (activitate frontald):
Notand cu A punctul de intrare pe pod si cu B punctul de iesire de pe pod,
lungimea podului este egala cu distanta parcursa de autoturism, iar aceasta este

distanta AB.

Figurand pe axa numerelor doud puncte, A si B, si notand cu x, si x, coordonatele acestora, unde x, > x,, rezulta:
AB=0B-0A=x,=X, =[xz = x,| =[x, = x|. 0 A B

In cazul nostru, numerele x, si x, fiind cele indicate de kilometrajul de i ] ] >
bord: x, = 5043,7 (km) si x, = 5045,9 (km), rezulta: 0 X, Xp

AB =5045,9 - 5043,7 = 2,2 km.
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+ Podul peste Dunare de a Braila este un pod rutier suspendat, care traverseaza
9 fluviul intre municipiul Brdila si satul Smardan din Romania.

O Acest pod leagd:

‘E * regiunile istorice Muntenia si Moldova Occidentald cu Dobrogea de Nord;
* orasul Brdila cu Tulcea si Delta Dunarii.

V')- Lungimea totald este de 2,194 km.

Admitem ca:

1) oricarui numar real ii corespunde pe axa numerelor un punct;

A\ 4

2) oricarui punct de pe axa numerelor ii corespunde un numar o P
real. Daca punctul este notat cu Psi numarul este notat cu x, atunci

spunem ca punctul P are coordonata x sau ca x este coordonata

punctului P si scriem P(x). ' ' '

\ 4

Doua numere reale se numesc numere opuse daca sunt coordo- A 0 A
natele a doua puncte distincte de pe axa numerelor, egal departate OA=0A'< |a| = |-4|
de origine. Daca a € R, atunci —a este opusul numarului a.

Pe axa numerelor, distanta dintre punctele A(x,) si B(x,) este A

=[x, - x| X

& Exerseazs, fixeaz3 si aprofundeaza cunostintele

Reprezinta pe axa numerele: —\/Z; \/5; —\ﬁ; —«/ﬁ; 2;0.

a) Aproximeaza la zecimi prin lipsa numerele irationale: V2,3 Si 5.

b) Reprezinta pe axa numerele: 542, =11 =+3;5; =243, tinand cont de aproximarile de la
punctul a).

Analizeaza cu atentie figura de mai jos siarata ca 5 - |a| =3 - |b|.

>
o4 ©
lvs]

.
S

Determind multimile si reprezinta elementele fiecdreia pe cate o axd a numerelor:
a)A={xeR||x| =5} b)B={xe Z||x| <5} AC=xeZ||x=1}
dD={xeZ||x| <3}
Reprezinta pe axa numerelor elementele multimilor:

a)M={xeZ||x-1] <5} b)N={xeZ]||x-3|<2}.

<|x| <4} f)F={xeZ\N||x| <4}

Pe axa numerelor se considerd punctele A si B, astfel incat OA = 2 um si OB = 5 um, unde um reprezinta
unitatea de masura.

a) Scrie coordonatele punctelor A si B.
b) Calculeaza AB in fiecare dintre cazurile posibile.

Pe axa numerelor se considera punctele distincte M si N, astfel incat OM = ON.
a) Daca coordonata punctului M este /3, scrie coordonata punctului N.
b) Dacd MN = 5+/2 um, scrie coordonatele punctelor M si N.



Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor prin aproximari

Pe axa numerelor se considera punctele A(1) si B(/5).
a) Scrie trei numere rationale ale cdror reprezentari pe axa sunt puncte intre A si B.
b) Scrie trei numere irationale ale cdror reprezentari pe axa sunt puncte intre A si B.

Luand ca unitate de masura un segment cu lungimea de 3 cm, reprezinta pe axa urmatoarele numere:
a)-1;0;-1,5;1,5;-0,(3); 1,(3); 0,(6); b) 0,5;-0,(6); 1,2, -0,(1); 0,(2); -1; 1,5.
Alege o unitate de masura convenabila si reprezinta pe axa urmdtoarele numere:

—J2; \B3; 243; =342; +f5; —3; V2.

Reprezinta pe axa numerelor reale, folosind aproximari, urmatoarele numere:

JT;—\/E;\/Z_;—@;\/Z_;—\/T;—\/E,

Reprezinta pe axa numerele intregi x pentru care |2X| <+/19.

Calculeaza distanta dintre punctele M si N, daca:
a) M(—/2) si N(/2); b) M(=3+/3) si N(24/18).

&) Se considerd multimile A= {—\/1,96;—%;%;— 1,44} siB={x e R|x=|y|siy € A}. Scrie elementele mul-

timii M, formata din elementele multimii A U B care se afld la o distantd mai mica sau egala cu 0,5 fata de
origine.

N @'
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

&) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
Punctele A si B, reprezentate pe axa numerelor, au coordonatele x, si x, printre numerele /3,7, 27,
\18 si +/4,7, iar punctul C este simetricul punctului B fata de punctul O. Rezulta:

a)xA= \/ﬁ; A F
C (0] B A
b) x;=+/3,7; A F : : i : i : : : = 2
s 2 1 o0 1 2 3 4 s @
c)xC: —/3,7. A F

(2 ] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

Pe axa numerelor, cu originea in punctul O, sunt reprezentate punctele M, N si P. Punctul N este mijlocul
segmentului OP, iar punctul O este mijlocul segmentului MN. Se noteaza cu x,,, X, si x, coordonatele acestor

puncte. Daca x, = \/g, atunci:

a)x, esteegalcu ... 1)-/2;
b) x, esteegal cu ... 2) \2;
c) MPesteegalcu ... 3) 34/2;
d) MN este egal cu ... 4) 243;
5) 24/2.
M 0] N ) \F
O A4 v
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

Fie punctele A(\/3) si B(—/12). Patratul distantei AB este egal cu |:|
- J
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EVALUAREA UNITATII DE INVATARE

(5p)
(5p)

(5p)
(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)
(5p)

(5p)

(5p)
(5p)
(5p)
(5p)

(5p)
(5p)

& TesT

Timp de lucru: 50 de minute.

N

I. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect.
1. Numerele reale care au modulul egal cu J11 sunt ...
2. Numerele intregi care au modulul mai mic decat +/12 sunt....

3. Ordonand crescator numerele 52, 4+/3 si 7, obtinem ....
4.Dacda e Rsia<0,atunci|a|=....

Il. Uneste, prin sageti, fiecare numar aflat in coloana A cu descrierea corespunzatoare din
coloana B.

A B
1. 196 ... a) este numar rational, dar nu intreg;
2.4/97 ... b) este numar natural;
3. J1(7) ... c) este numdr irational;
245 <on
4, — SIE d) este numar intreg, dar nu natural;

e) este numar intreg, dar nu rational.

Ill. Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

1.Daca x = +/5,(4), atunci:

A.xeN; B.x € Z; C.xeQ; D.x e R\Q.
. . 12 30 . 18
2. Ordinea descrescatoare a numerelor a= —, b=— si ¢ = — este:
V20 s 3

A.a, b, c B.c a, b; C.b¢a D.b,a,c.

3. Se considera multimea M = {\ﬁ V2,3, .. \/2024}. Numdrul elementelor multimii M N Q este
egal cu:
A. 24; B. 44; C.32; D. 34.

4. Daca x este numar natural si /55—5-x este numar rational, atunci:
A.xe{0,1,2}; B.x e {6,11}; C.xe{3,4,5} D.x € {0, 5}.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
IV. a) Scrie trei numere intregi nenule cuprinse intre 5 Si J2.
b) Scrie trei numere irationale cuprinse intre -4 si -3.
c) Determina n € N, astfel incat n<5+/3 <n+1.
V. a) Folosind teorema lui Pitagora si compasul, reprezinta pe axa numerelor din figura de mai jos
punctele M(—\/g) Si N(\/E)
b) Scrie numerele reale x cu proprietatea |x|= N
c) Privind modulul diferentei a doua numere reale ca fiind distanta dintre punctele ale caror

coordonate suntaceste numere pe axa, determina numerele intregiy cu proprietatea | y—2 | <3.

Y

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

1.1 2 |13 | 14 |2 | 03 | 4 [t | nm2 | m3 |4 | va | Ivb | IVc| Va | Vb | Vc

Punctajul

Nota




Introducere. Produs si cat de radicali. Rationalizare

UNITATEA: OPERATII CU NUMERE REALE

(NI aV: Wl Introducere. Produs si cat de radicali. Rationalizare

¢+ Introducere. Produs si cat de radicali

in problemele din viata cotidiana apar operatii cu numere reale. Pentru efectuarea operatiilor respective,
se recurge la aproximarea numerelor reale prin fractii zecimale finite. In aceste situatii, trebuie sa retinem ca
rezultatul este cu atat mai bun, cu cat numerele reale sunt aproximate prin fractii zecimale cu un numadr cat
mai mare de zecimale. Altfel spus, aproximarile trebuie facute la miimi, zecimi de miimi, sutimi de miimi etc.
Problema pe care o propunem mai jos are ca scop sa te convinga de acest lucru.

&7 Rezolvam impreuni
N

Suprafata unui teren ACDEB, reprezentata schematic in figura de mai jos, este caracterizatd de urmatoarele date:
1) AB L AG;
obstacol

2) CDEB este dreptunghi; D f natural

3) prin masuratori directe, s-a stabilit cd AB=16 hm, AC=8 hm, CD = 2,125 hm;
4) distantele BC si ED, din cauza unor obstacole naturale, nu pot fi masurate C [
direct.
Suprafata de teren CDEB trebuie tratata cu o substanta speciala, foarte scumpa.
Stiind ca tratarea unei suprafete de 1 hm? costa 10000 de lei, calculeaza costul
necesar tratdrii suprafetei CDEB.
Rezolvare (activitate frontald):
Distanta BC se calculeaza cu teorema lui Pitagora. Triunghiul ABC fiind dreptunghic, rezulta ca BC> = AB* + AC>.
Din AB? = 256 hm? si AC? = 64 hm? rezulta c3 BC = /320 hm.
Avand lungimile laturilor suprafetei CDEB, putem calcula aria acestei suprafete, arie pe care o notam cu .7,
(citim ,aria suprafetei CDEB").
Deoarece CDEB este dreptunghi, rezulta ca .7 _ =CD - BC,de unde .<7___, = 2,1 25./320 hm?.

"CDEB "CDEB
Din punct de vedere practic, rezultatul scris in aceasta forma nu convine. Se impune efectuarea produsului

2,125-4/320.

Propunem urmatoarele variante de calcul:

A B

;‘; Rotunijirile la prima zecimald a lui 2,125, respectiv a lui v/320=17,888.. 5 125../320 =
ggggg sunt numerele rationale 2,1, respectiv 17,9. Conform calculului alaturat, -21.179=

rezulta ca UQZCDEB = 37,59 hm? Deoarece 37,59 - 10000 = 375900, costul —37,59

p— necesar tratarii suprafetei CDEB este egal cu 375900 de lei.

~ . . . - .

§§:§ @ Rotunjind pe /320 la a treia zecimala, din /320 = 17,888543819998... 2125 - 320
rezulta ca /320 = 17,889. Conform calculului alaturat, rezulta ca =2,125.17,889=
A s = 38,014125 hm? Cum 38,014125 - 10000 = 380141,25, costul nece-  =38,014125

CDEB
sar tratarii suprafetei CDEB este egal cu 380141,25 de lei.

(5
Es:.’?g @ Pentru efectuarea produsului 2,125-4/320 , vom utiliza formula de scoatere a unui factor de sub
radical si formula de introducere a unui factor sub radical:

2,125-/320 =2,125-/64-5=2,125-/87 -5 =2,125-8/5 =17/5 =/172 -5 =/1445.
825 =85 174/5 =177 -5

scoaterea factorului 8 de sub radical introducerea factorului 17 sub radical

Dar /1445 = 38,0131556174... . Pentru o estimare a costului si o solutionare concreta a pro-

blemei, aproximam pe /1445 la a sasea zecimala. Pentru /1445 =38,013155, avand in vedere
ca 38,013155 - 10000 = 380131,55, obtinem costul necesar tratarii suprafetei CDEB egal cu
380131,55 de lei.
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¥q Observim si descoperim cunostinte noi

+ Ultima estimare este suficient de buna, deoarece contine o singura aproximare cu o eroare mai mica decat
0,000001.

* Prima estimare contine doud aproximari, fiecare cu o eroare mai mica decat o zecime. intre estimarea
1 si estimarea 3 ale costului exista o diferenta in minus, deloc neglijabila, de 4231,55 de lei, deoarece:
375900 - 380131,55 = -4231,55. Intre estimarea 2 si estimarea 3 ale costului exista o diferenta in plus, de
9,70 de lei, deoarece: 380141,25 — 380131,55 = +9,70. Prin urmare, prin estimarea 1, suma de 375900 de
lei nu este suficientd pentru tratarea suprafetei (mai sunt necesari 4231,55 de lei), iar, prin estimarea 2,
suma de 380141,25 depdseste costul tratarii suprafetei cu 9,70 de lei.

PROBLEMA 2

Fie doua numere realea>0si b>0.

a) Arata ca Ja-/b > 0. Justific raspunsul. b) Calculeaza patratul numarului Ja +/b.

¢) Araté ca \Ja-b =+a /b.
Rezolvare (activitate frontald): Daca a>0sib>0, atunci:
a) Numarul va-+/b >0, decarece va 20§i«/5 >0. Ja-b=+Ja-b.

b) (\/E\/B)Z =(\/5)2 (x/E)z =a-b. Radicalul unui produs este

c) Deoarece Ja /b este un numar pozitiv al carui patrat este a - b, egal cu produsul radicalilor.

din definitia radacinii patrate rezulti ca </a-b =+/a -/b.

PROBLEMA 3

Fie a si b doua numere reale pozitive, cu b # 0. (Dacé a>0sib >0, atunci:
a) Numarul ﬁ este pozitiv? Justifica raspunsul. \/E zﬁ,
Jb b b
% 03 . i Na <cs. [a_Ya Radicalul i cat est |
b) Calculeaza patratul numarului —. c) Arata ca: , |—=—. adicalul unui cat este ega
Jb b b cu catul radicalilor.

Rezolvarea - activitate individuala N J

‘ L e N \

¢ Pentru efectuarea operatiilor cu numere reale, se recurge la aproximarea numerelor reale prin fractii
zecimale finite.

¢ Pentru obtinerea unui rezultat final cat mai bun, ori de cate ori este posibil, operatiile se fac cu numerele
reprezentate prin fractii ordinare ireductibile sau prin radicali, aplicand regulile de calcul si proprietatile studiate.
¢ Atunci cand se cere sau atunci cand se impune, rezultatul final se estimeaza prin aproximari. Rezultatul este
cu atat mai bun, cu cat numerele reale sunt aproximate prin fractii zecimale cu un numar cat mai mare de zecimale.
¢ Radicalul unui produs este egal cu produsul radicalilor.

¢ Radicalul unui cat este egal cu catul radicalilor.

[#* Aplicim cunostintele .

a) Utilizand regula de calcul </a -~/b =~/ab (a, b= 0), calculeaza si scrie rezultatul sub formd de numar natural:

) V12 /3; i) ~/20 -/5; i) +/0,75 -\/12.

b) Utilizand regula de calcul ﬁ:\/g (@ > 0; b > 0), calculeaza si scrie rezultatul sub forma de fractie
zecimala (finita sau periodica): Vo \b
6, i V1545

V32 .
Ja0 7

N

) == ii)




Introducere. Produs si cat de radicali. Rationalizare

Rezolvare (activitate pe grupe):

a)iii) 10,75 V12 =40,75-12 =9 = 3;

SR

¢ Rationalizarea numitorului de forma a/b

&7| Rezolvim impreuni
N

J21 3. (R T PN
a) Copiaza si completeaza egalitatile: —=, /== | ——= |Z="2; —_—= = =
J Vios V.. N.57 \N5 5 NN N T

Teme de investigatie si Portofoliu

1) Radicalul unei sume este egal cu suma radicalilor?
2) Radicalul unei diferente este egal cu diferenta
radicalilor?

b) Compara numerele: V21 \/_
v/105
Rezolvare (activitate frontald):
g2 T 37 i1 P s 5
Jios V105 \3.5.7 N5 5 57 5 5.5 5
b) Deoarece V21 =£=L Si L——5 (vezi punctul a)), rezultd ca V21 =¥
105 5 57 5 5 105 5
Fie a si b doua numere reale, cu a > 0 si b > 0. Demonstreaza ca: Lzﬁ \
ab ab Y\
Rezolvare (activitate frontald):
Vb)
Ampliﬁcémfractla—cu\/_ Rezulta ca LI 1-vb =£.
ab aJb a-Jb-\Jb ab

+ Operatia prin care se elimind radicalul de la numitorul unei fractii se numeste rationalizarea | |Gy
(=)

numitorului.
¢ Numitorul unei fractii de forma aJb (b>0)se rationalizeaza prin amplificarea fractiei cu Jb.

[#* Aplicim cunostintele

= = = ; d) — = |— =
2\f 23 23 2.3 2 )\/ﬁ 42 J7

~
Rationalizeaza numitorii fractiilor:
a)-L; by 2. o e, o 6
V3 3v5 RPN J42
Rezolvare (activitate frontald):
AU I PV SN L 2 B2 s 25 25
f\/_ffiﬁ' 35 35 3545 35 15
7[ Pale 7B 7.3V2 12 Vo [6e 71 7




1  MULTIMEA NUMERELOR REALE

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

N

&) Folosind proprietatea Ja-~Jb=vab, pentru orice a, b € R, cu a, b> 0, scrie ca un singur radical:
a) \23; b) /3:/5; <) +/5:4/10; d) V3x -2y (x=0,y > 0).

B Calculeaza fiecare produs si scrie rezultatul sub forma de numar natural:

a) \/8-/98; b) Jﬁﬂ; ) 18427 \24; d) /48 -/84 -+/63.

E) Folosind proprietatea ~= \/7 pentru orice a, b € R, cua>0si b >0, scrie ca un singur radical:
2 Y1, b) @; 0 Y, d) 22 x>0,y 0)
V2 5 J7 V3x?
@) Calculeaza fiecare raport si scrie rezultatul sub forma de numar natural:
J J J75%2
2 V18, p) ¥2%0. o Y48, d) Y2XY (5 0,y50).

Ny N N N,

B Copiazi, calculeaza si completeaza tabelele urmatoare:

EEREEEE BRI
4 9 ? ? 36 4 ? ?

25 16 ? ? 81 ? ?
49 36 ? ? 100 25 ? ?
9 100 ? ? 64 16 ? ?

1 4 3 7 1 212 10 10 V140

Rationalizeaza numitorii fractiilor:a) —=, —,-——=,—=,——=; b) , , , , .
a 3 NIV TN PIN PN

[e)}
w
N
—
~N

Copiaza si completeaza tabelul:

Fractia cu numitor irational — = 5 32 Vi L =
N N SN S S S L RN

Fractia cu numitor rationalizat

8 | Ra'gionalizeazé numitorii si scrie in ordine crescatoare numerele:

al 2J_ 6 b) a— V2,10 343
TR BT 55T
B Utilizand regula de calcul Ja-~Jb=+a ), calculeaza fiecare produs si scrie rezultatul sub forma
de numar natural:
a) \18-/32; b) \/50 -+/2; c) \/9,61-/1600.
) Utilizand regula de calcul £ — (@a=0,b>0), calculeaza fiecare raport si scrie rezultatul sub forma de
fractie zecimala finitd sau periodica:
14 ‘
2 76 by N34 o 125415

J304 J13,6° Ja8
B a) Calculeazs: \122 +57 5i\122 +4/5%; V202427 si~20% +3217; 62 +8 si /67 ++/8.

b) Precizeaza valoarea de adevar a propozitiei: Radicalul unei sume nu este egal cu suma radicalilor.

B a) Calculeaza: 137 —57 si 132 —+/52; 297 27 si 292 —\21; 107 —62 si V107 —/62.




Introducere. Produs si cat de radicali. Rationalizare

b) Precizeaza valoarea de adevar a propozitiei: Radicalul unei diferente nu este egal cu diferenta radicalilor.

[B) Scoate factorii de sub radical:  a) \/810,~/1620,/7875 ; b) \/324,\/ 720 ,\/3675.
576 \ 4500 Y7500
) Compara numerele:
a) 8v/5 si +/321; b) -85 si —/321; c) 715 si 124/5;
d) =715 si —124/5; e) 21si 24/110; f) -21si —24/110.

m Introdu factorii sub radical, scriind conditiile necesare in fiecare dintre cazurile urmatoare:
a) x7/2,— yA[5s, 3227, -2 11; b) x«/7x,y\/g,—7z3\ﬁ,—5t2n\/2n.
y z

@ Scoate factorii de sub radical, scriind conditiile necesare in fiecare dintre cazurile urmatoare:

31,2 212 3,3
a) N12x2, \/18y4, J240°0%, \8a%b?; b) 49X2, \/120{? , \/Qazb , \/175)( y_
25y 36¢ c 12x

56 3J8 -9  J63 320
245" 23" 227 a7 a3

) Compara numerele: Q
ﬁ; c) % si 347. '\

Rationalizeaza numitorii fractiilor:

a) 55 si %; b) 443 si N 7 AN
B Calculeaza x din egalitatile: V
a X327, b V10 6 g V26 x_
Jios 4 x 54 15 /600

: ®,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

& Dpaca afirmatia este adevirat3, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
Daca a si b sunt numere rationale pozitive, atunci:

Jb
)\/E:—; A F
a b Vo
b) Va-b=+/a-\b; A F
) Ja+b=+a++b. A F

(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat

=)

in coloana din dreapta. 4,5 puncte
Pentru doua numere rationale x si y, notam cu z rezultatul calculului 12);53);: . Rezulta ca:
a)dacaxy=0.. 1) zeste egal cu ny/g;
b) dacax>0siy>0.. 2) z este egal cu —Xy\/g;
c)dacdxy<O0.. 3) zeste egal cu —|x|-|y|v/3;

4) z este egal cu |x|-|y|v/3.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Rationalizand numitorul fractiei ﬂ rezulta o fractie care are la numitor numarul natural 9, iar la

33

knumé\ré\tor are radacina patrata a numarului natural |:|
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(I 1V:WA Adunarea si scaderea numerelor reale

%A Ne amintim

N
¢ proprietatile adunarii numerelor rationale; ¢ aproximarea numerelor irationale.
&7| Rezolvim impreuni
~N

Suprafata unuiteren ABC, reprezentata schematicin figura alaturata, C
este caracterizata de urmatoarele date: ADC si BDC sunt triunghiuri :
dreptunghice, AD=2hm,BD=3hmsiCD=1hm.
Calculeaza lungimea traseului A - C - B, stiind ca /5 =2,2360679774... A 2 D 3 B

si 10 =3,162277660... .

Rezolvare (activitate frontald):
Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice ACD si BCD, AC> = AD? + CD?* si BC?> = BD* + CD?,

obtinem AC? =22+ 12=55i AC = /5, respectiv BC?=32+ 12=10si BC= /10.

Folosind aproximarile numerelor J5 si /10 prin lipsa si prin adaos, intai la zecimi, apoi la sutimi, dupa aceea
la miimi si asa mai departe, obtinem rezultatele urmatoare.

0 22< 45 <23 Q 3,1< 10 <3,2
223< /5 <2,24 3,16 < \10 <3,17
2,236 < /5 <2,237 3,162 < /10 <3,163
22360 < /5 <2,2361 3,1622 < \10 <3,1623
@ 22+31<+/5++10 <23+32 o 53 <5 +10 <55 (a)
2,23+3,16 < /5 + 10 <2,24+3,17 539 <5 + /10 <541 (b)
2,236 +3,162 < \/5 + 10 <2237 + 3,163 5398 < /5 + 110 <540 (c)
2,2360 + 3,1622 < \/5 + 10 <2,2361 + 3,1623 53982 < /5 + /10 <53984  (d)

¢ Din inegalitatile (a) rezulta ca J5+/10 ~5 (aproximarea exactd la unitati).
* Din (b) rezulta ca \/E + \/ﬁ ~5,3 (aproximarea cu o zecimald exactd).

* Din (c) rezulti ca /5 +/10 ~ 5,39 (aproximarea cu doud zecimale exacte).
+ Din (d) rezultd ca /5 ++/10 ~ 5,398 (aproximarea cu trei zecimale exacte).

Daca aproximam numerele /5 si v/10 prin lipsa si prin adaos la zecimi de milionimi (sapte zecimale), rezulta:

2,2360679 < /5 < 2,2360680 si 3,1622776 < [10 < 3,1622777 5i 53983455 < /5 + 10 < 53983457

Prin urmare, va rezulta ca /5 +~/10 ~5,3983 (cu patru zecimale exacte).
Deoarece lungimea traseului A — C — B, notatd S, este suma lungimilor segmentelor AC si BC, adica

S=AC+BC=+/5+10, rezultd urmatoarele estimari ale acesteia: S ~ 5,3 hm (cu o zecimald exactd), S~ 5,39 hm
(cu doud zecimale exacte), S ~ 5,398 hm (cu trei zecimale exacte), S~ 5,3983 hm (cu patru zecimale exacte).

Cea mai buna estimare pentru lungimea traseului este S~ 5,3983 hm = 539,83 m. Din punct de vedere practic,
este suficient sa aproximam lungimea traseului cu 540 m.




Adunarea si sciderea numerelor reale

‘ Observatii:
Cum calculez 1. Rezolvarea problemei anterioare arata ca, pentru a efectua suma a doua
suma a doua numere reale irationale, se aproximeaza cele doua numere prin fractii zecimale finite
numere reale? si se efectueaza suma acestora.

2. Retinem ca efectuarea unor astfel de operatii este anevoioasa si ca rezultatul
operatiilor numerelor irationale aproximate prin numere rationale nu este exact.
7 4
Se considera suma de numere reale S = E+[_§] 15+(—/27), unde 15 = 3,872983346207417... Si
\27 =5,196152422706632... .
a) Aproximeaza fiecare termen al sumei S prin lipsa cu o eroare de o sutime.

b) Utilizand aproximarile anterioare, calculeaza valoarea sumei S.
Rezolvare (activitate individuald):

7 4 7
a) Deoarece €=1’1(6) Si —§=—1,(3), rezultd urmatoarele aproximari cu o eroare de o sutime: gz1,16 Si

—gz —1,33. Deoarece /15 = 3,872983346207417... si /27 =5,196152422706632..., rezultd cu o eroare de

o sutime c&: /15 ~3,87 si —/27 ==5,19.
b) Calculdam S~ 1,16 - 1,33 + 3,87 - 5,19 = -1,49 (o valoare aproximativa a sumei S).

f L e N )

¢ Suma a doua numere reale, a si b, este un numar real, notat a + b.

» Operatia prin care se obtine suma a doua numere reale se numeste adunarea numerelor reale.

> Adunarea numerelor reale are aceleasi proprietati ca si adunarea numerelor rationale.
+ Diferenta dintre numarul real a si numarul real b este un numar real, notat a - b, definit astfel:

a-b=a+ (-b) (diferenta dintre numarul real a si numarul real b este suma lui a cu opusul lui b).

> Operatia prin care se obtine diferenta dintre doud numere reale se numeste scaderea numerelor reale.
¢ Adunarea a doua numere, dintre care cel putin unul este irational, se efectueaza folosind aproximari ale
celor doua numere.
+ Adunarea numerelor de forma a+/n, n € N, unde n # k?, cu k € N, se efectueaza fie folosind aproximari

ale radicalilor, fie folosind regula: pIn+gn =(p+q)n.

\

[#* Aplicim cunostintele
N

Copiaza si completeaza tabelul de mai jos, care contine proprietatile adunarii numerelor reale.

J

Proprietatea Definirea proprietatii
Asociativitatea ?
Existenta elementului neutru ?
Orice numadr real x are un opus, notat —x. | Oricare ar fi xe R, existd —x e R, astfel incat: x + (-x) = (~x) + x=0.
Comutativitatea ?

Adunarea unui termen la o egalitate

« . . . Oricare ar finumerele reale g, b si c:dacda=b,atunciatc=b +c
Scaderea unui termen dintr-o egalitate

Adunarea a doua egalitati ?

Adunarea unui termen la o inegalitate
Scadereaunuitermen dintr-oinegalitate

Oricare ar finumerele reale g, b, csid:dacda< bsic<d atuncia+c<b+d.

Adunarea a doua inegalitati ) . . i .
9 4 (Proprietatea se mentine si pentru celelalte relatii de ordine: >, <, >.)
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Tema de investigatie R

A 4
Considerand sumade numererealeS=7 +(—§J + x/ﬁ +(—V/27), unde J14 = 3,741657386773941....

si A/27 =5,196152422706632..., daca fiecare termen al sumei S se inlocuieste cu aproximarea sa la doua
zecimale exacte, rezultd ca S~ 4,22.
Stabileste daca 4,22 este sau nu o valoare aproximativad a lui S cu doua zecimale exacte.
Completeaza concluzia investigatiei, astfel incat propozitia urmatoare sa fie adevdrata:

Daca intr-o sumd de numere reale, notatd cu S, fiecare termen al sumei se aproximeazd cu n zecimale exacte

(n>1) sise calculeazd suma obtinutd, valoarea rezultata . .. o valoare aproximativa a lui S cu n zecimale exacte.

\ J
a) Calculeaza: (—/7 +5)+/7. b) Justifica fiecare etapa de calcul.
Rezolvare (activitate frontald):
Etapa de calcul Justificarea etapei de calcul
O (V7 +5+7 start
Q- [5 + (—\/7)] +7 comutativitate
@=5+ [(—\/7) + \/ﬂ asociativitate
?=5+0 adunarea numerelor opuse —/7 si \/7
O-=5 0 este element neutru la adunare

“ _______________________________ \

I
|
: Proprietatile adunarii numerelor reale sunt foarte importante. Adauga la portofoliul personal
|
\

aceste proprietdti, insotite de verificarea lor prin exemple proprii.

& Exerseazs, fixeazi si aprofundeaza cunostintele

E) Calculeaza:
a) 543 +23-44/3; b) 44/2 —5v2 +3+/2; ) —2/5+10+/5-74/5;
d) 347 —(2V7 —5V7 +/7)-47; e) 4+4; f) 9++/9.
Compara numerele:
a) 7+32 §i7+2\/§; b) —5x/§+11§i— 49 +11; c) |3\/5—5| si |5—4\/5|.

Copiaza si completeaza tabelul:
243 72 45 NG
-2 347 46
15 5v10
4m -5\7
53 14411 -67/10




Adunarea si sciderea numerelor reale

Calculeaza x + y si x - y in fiecare dintre cazurile urmatoare:

a) x=27 =52, y=-3J7 +4/2; b) x=511+3, y=—1W11+5;

c) x=3v2-2, y=2-3/2; d) x=+3-+2, y=4J2-33.
B Calculeaza, dupa ce ai scos factorii de sub radical:

a) \3+12-+/27; b) /8 ++/72 —/128; <) /20 ++/45 —/125;

d) V7 +/28 —/63; e) \27 +3V147 +/75-2327;  f) —=7/18 +94/8 +5./98 —124/2.
0 Calculeazd g+ bsia-b, dacd a=,[(2\/§—5)2 si b=,[(1+2\/§)2.
Scoate factorii de sub radical, apoi efectueaza:

a) V2 +/8 +1/18 +1/32 ++/50; b) V3 +312 +27 +/48 +/75;

c) \/§+\/ﬁ+\/g+ 125 ++/180; d)ﬁ+\/ﬁ+\/§+x/112+ 175.

Daci a=5+5:1/50 —/250 si b=/1000, calculeazi suma si diferenta numerelor reale a si b.
Arata ca rezultatul calculului x + y + z este numar intreg in fiecare dintre cazurile urmatoare:

a) x=2/5-53, y=7\/§—5\/§, z=3J5-24/3; b) x=11-+/2; y=3\/§—7; z=5-2/2;
€) x=3J7-5v2, y=—7+2, z=4J2-27.

() Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor: a
a) 3-42<0; b) V17 -4>0; c) 49 -8<0; e
d) 5J3-9>0; e) 4-342 <0; f) 435>0,
) Compara numerele x si y, daca: o
a) x=2+20 si y=310; b) x=-2/250 si y=-5+40; m )
c)x:g §iy:g; d)x:—gyy:—%\/z.

2 2
) Calculeaza suma si diferenta numerelor reale pozitive a si b, stiind ca \/(\/E—a) +\/(b—\/48) <0.

: ®,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) R

& Dpaca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte -
a)Dacda=5/3-24/3 §ib=—7\/§+4\/§, atuncia+b=0. A F
b) Dacd a = 3+/20 —2/45 §ib=4\/%—\/@, atuncia-b= —10/5. A F
c) Opusul numarului 4192 —3./432 este 124/3. A F
a Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
a) V75 -/108 ++/12 esteegalcu... 1) 245;
b) 34125 =545 +4+/5-220 esteegalcu ... 2) 2;
¢) 3412 +3/20-2127 /80 esteegal cu ... 3) /3; @
d) 718 + 24162 —24/432 + 44/108 este egalcu... 4)0;
5) -342.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte
Rezultatul calculului [4~/3 —7|+|—2/3 +7]+6+/3 este egal cu |:|

J




1 ¢ MULTIMEA NUMERELOR REALE

NI gV: B inmultirea si impartirea numerelor reale
&7 Rezolvam impreuni
N

Se stie ca V221,41 Si V3 ~1,73 (aproximari cu doua zecimale exacte). Daca 1,41 - 1,73 = 2,4393 Si
1,42 - 1,74 = 2,4708, stabileste valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:

a) 2,4393 este rezultatul calculului V243 cu patru zecimale exacte;

b) 2,4393 este rezultatul calculului \/E \/5 cu trei zecimale exacte;

c) 2,4393 este rezultatul calculului \/5 \/§ cu doua zecimale exacte;

d) 2,4393 este un rezultat aproximativ al calculului V2 43.
Rezolvare (activitate frontald):

Din v2 1,41 s5i /3 ~1,73 rezultd cd 1,41 < 2 < 1,425i 1,73 < /3 < 1,745 1,41-1,73< V2 - /3 <1,42-1,74.

Rezults ca 2,4393 < V2 - +/3 <2,4708, de unde obtinem ca J2 /3 ~2,4 (aproximare cu o zecimala exacta).
Prin urmare, propozitiile a), b) si ) sunt false, iar propozitia d) este adevarata.

Observatii:

1. Rezolvarea exercitiului anterior, prin care am calculat V23 cu o zecimala exacts, arati c3 operatiile
cu numere reale irationale se reduc la operatii cu numere rationale reprezentate prin fractii zecimale finite, a
caror efectuare este anevoioasa, si ca rezultatul operatiilor cu numere reale irationale aproximate prin numere
rationale nu este exact. Rezultatul poate fi calculat cu oricat de multe zecimale exacte dorim. Pentru efectuarea
calculelor, se aplica regulile de calcul studiate.

2. Pentru a inmulti, respectiv a imparti doua numere reale, aplicam regulile de calcul invatate la numere
reale rationale.

Exemple privind aplicarea unor reguli de calcul Reguli de calcul aplicate
produs de radicali:
ab>0

introducerea factorului sub radical:

3)-5:%-@: /Gj 108 = /%-108:/5 > avb =\a’b

ab>0

cat de radicali:
NERRE Vo \b
az0,b>0

rationalizarea numitorului:
12 121246 126 12\/— Aol | a _aJc
B f “6ve 6 bJe  bc

acR,b+#0,c>0

Astfel, aproximarea rezultatului final cu numarul dorit de zecimale exacte devine mult mai usoara. Utilizand
calculatorul de buzunar, pentru exemplele de mai sus gasim:

J6 =2,449489...; V12 =3,464101...; \/5 =2,236067...; /24 =4,898979....
Prin urmare, in aceasta lectie siin lectiile care urmeaza, efectuam operatii cu numere reale, acordand atentia
necesara proprietatilor operatiilor si regulilor de calcul.



Inmultirea si impartirea numerelor reale

¢ Produsul a doua numere reale, a si b, este un numar real, notat a - b sau ab.
» Operatia prin care se obtine produsul a doua numere reale se numeste inmultirea numerelor reale.
> inmultirea numerelor reale are aceleasi proprietiti ca si inmultirea numerelor rationale.

¢ Catul dintre numadrul real a si numarul real nenul b este un numar real, notat a : b si definit astfel:
a:b=a- b’ (catul dintre numarul real a si numarul real nenul b este produsul lui a cu inversul lui b).
» Operatia prin care se obtine catul dintre doua numere reale se numeste impartirea numerelorreale. | =

. . . 1 a
> Se folosesc urmatoarele conventii de scriere:a'= —;a:b= — =a- b =2
a

+ Pentru efectuarea calculelor, se folosesc proprietatile inmultirii si proprietatile radicalilor (produs
si cat de radicali, introducerea si scoaterea factorilor de sub radical si rationalizarea numitorului).
+ Inmultirea si adunarea numerelor reale:

> Inmultirea este distributiva fata de adunare:a- (b+c)=a-b+a-c oricarearfiag, b, c € R.

> Daca in loc de ab + ac se scrie a(b + ¢), se spune ca a fost scos factor comun a.
+ Inmultirea si impartirea a doua numere reale, dintre care cel putin unul este irational, se efectueaza
folosind aproximari ale celor doua numere.
+ Inmultirea si impértirea a doua numere de forma a+/n, n € N, unde n = k2, cu k € N, se efectueaza fie
folosind aproximadri ale radicalilor, fie folosind regula:

bm -c\Jp=b-c\Jm-p.

. J

[#* Aplicim cunostintele

Calculeaza si scrie rezultatul sub forma a+bJc, undea,b,c € Z sic>0:
DE(EE) B ()T o (VE-a2)E ) -5VB(ViT-6).

Rezolvare (activitate pe grupe):

a) \E(Z\E+«5)=\E~2\E+\/§-x/§=2\/ﬁ+\/ﬁ=10+\/ﬁ;
d) —S\E(Jﬁ—%):—S\E-\/ﬁwﬁ-\f=—5\/%+30=30+(—5)\/£

ExerciTiuL 2

a) Calculeaza —2ﬁ(3ﬁ—2ﬁ) si scrie rezultatul sub forma a++/b.

b) Stiind ca V224 =14,966629..., calculeaza —2ﬁ(3ﬁ—2ﬁ) cu o zecimala exacta.
Rezolvare (activitate individuald):

a) —2ﬁ(3ﬁ—2ﬁ)=—4z+dﬁ;

b) Din ~/224 =14,966629... rezults ca 14,96 < <224 < 14,97, de unde 14,96 — 42 < /224 - 42 < 14,97 - 42,
din care rezultd c3 27,04 < /224 - 42 < -27,03.

Deoarece ~2+/7 (37 ~2v/2)=—42+/224, rezulta cd ~2v/7 (37 ~242) ~~27,0 (cu 0 zecimala exacta).

-~ -~ \

Portofoliu

|
|
! Proprietatile inmultirii numerelor reale sunt foarte importante. Adauga la portofoliul personal aceste
1 e gvae A . . . an
\ proprietati, insotite de verificarea lor prin exemple proprii.




1 ¢ MULTIMEA NUMERELOR REALE

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

~
B Calculeaza: a) 2/3-3v2-6; b) 4/5-3\5-4/49; <) 6411:2411; d) 108119 :364/19.
B Calculeazd: a) (6v12):(342); b) (-5v24):(10V6); ) (2747 ):(9V63);

d) 8:(5x/5); e) (—2\/5):(5\/5); f) (8«/3):(4\/5).
E) Calculeaza: a) V316418 ++/2:4/50; b) V541042 -+/3427;
) V12:3/3++/98:/2; d) V294 :4/2:4/3 4243 :4/3.
O Calculeaza: a) 8417:(2417 -10V17); b) (311+4411)-(-2411).
B Calculeazia- (b+0)sia- (b-c),dacd: a=2+/51:417 +5v33::/11+2-5/3 -839:4/13; b= /9 ;

¢ N7-(V3-245) /3 (332 - B) + B (\F 4 242).

03 Calculeaza si stabileste care numar este rational:
a=7- /ﬂ_s /ﬁ.,.i /i sib=9- /E—H- [m_,_z /é Q
49 25 3 Y16 81 121 5 V36 ‘\
Calculeaza x\/z-y, daca: - \
a) x=~/81—/64 20 +/45 -5 si y=~/6? +82 —/3* +/50 —\/72;
b) x=+/36 —/25 —/5* 47 —\/98 + 72 si y =318 -24/32 +(24/20 -31/45):(55).

B} Se considerd numerele reale g, b si ¢, astfel incat a-b =10+/6 sia-c =—66.
a) Calculeazaa-(b+c)sia- (b-q). b) Determina numarul g, stiind ca b+c= 42.

Z @Q
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) h

v

- E) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) Dacéa:\/g-(\/ﬁ—%/i)—\/% §ib=\/250—8\/E+\/%, atuncia-b=0. A F
b) Dacéa:3-(2x/7—4\/§)—2\/§ §ib:2\/§—\/§+ 75, atuncia:b= —3./3. A F
c) Daca |2x—\/ﬁ|:\/ﬁ, atuncix € {—\/5, 4\/5} A F
(2 ] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
[75 .
a) —Sﬂ esteegal cu ... 12
10 2) 35;
1— este egal cu .
O@ 3)1;
41 estee alcu.
\/1 56 g 4) 0;
d) 2\/_-(4\/_—\/ﬁ)—\/49 esteegalcu...
5) /5.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte
Suma dintre inversul numarului % si opusul numarului (3\/5—2\/5) este egala cu
(2v3-342)
| )




Puteri cu exponent numar intreg. Ordinea efectudrii operatiilor

(NI V:X‘® Puteri cu exponent numar intreg. Ordinea efectuarii operatiilor

¢ definitia puterii cu exponent numar intreg a unui numar rational nenul;
* reguli de calcul cu puteri;
¢ ordinea efectuarii operatiilor si folosirea parantezelor in multimea numerelor rationale.

&7] Rezolvim impreuni

3
a) Scrie \/5 ca o inmultire repetata.
! p

3
b) Determina numarul a carui radacina patrata este (\/5) .

3
c) Stiind ca V2 =1,414213..., calculeaza (ﬁ) cu o zecimala exacta.

4

Rezolvare (activitate frontald): 7

) (V2) =(+2)-(2) (+2). :

b) Deoarece produs de radicali este egal cu radical din produs, rezulta: (\/5)3 = (\/5) (\/5)(\/5) =/2-2-2=4/8.
Notam cu p patratul numarului (\/5)3 Rezulta ca \/; =(\/§)3 =/8, adicd numarul este 8.

3
c) Deoarece (\/5)(\/5) =+/2-2 =+/4 =2, folosind punctul a), rezult3 c& (ﬁ) =2+/2. Folosind aproximarile prin
lipsa si adaos ale numarului \/5 ,rezultaca 1,41< \/3 < 1,42, iar prin inmultire cu 2 rezulta ca 2,82 < 2x/§ <2,84.

3
Prin urmare, (\/5) ~ 2,8 (aproximare cu o zecimala exacta).

f g e N “

* Regulile de calcul cu puteri cu exponentintreg, « Dacda e R,cua>0sin e N, atunci:
invatate la numerele rationale, se pastreaza si pe (\/7)—n 1 —
multimea numerelor reale. ay = (\/E)n : By
n (=)
¢ Dacda e R, cua>0sin e N, atunci (Va) =Va'. Dacdaa,x € R,cua>0sin e N, atunci:
2 n n
¢ Dacdaae R, cua=0,atunci (\/E) =a. (x\/a) :x”(\/a) .
. J

[#* Aplicim cunostintele
~

Calculeaza si scrie rezultatul sub forma a+/b , unde a este numér rational, iar b este un numar natural care
nu este divizibil cu niciun patrat perfect.

2) (V5) () b) [(Jﬁ)T; o (V32); d) [%J

Rezolvare (activitate pe grupe): a) (\/5)4 (\/E)B =(\/§)7 —\57 =/5° .5 =J(5%)*-5 =5°/5 =125./5;
b) [(\/ﬁ)ZT =(\/ﬁ)6 =ﬁ=\/(1 Py =17 =171 sau, mai simplu: [(\/ﬁ)zT 1P =17V1;

s 1 1 e e 1 o £7_ 27_ T
9 (V32) _(ﬁ,ﬁ)s_36J€_36JE-J€_36-6_216 Ve d)(\/EJ _( J =(Va) =2 =2,




1  MULTIMEA NUMERELOR REALE

-

Ordinea efectuarii operatiilor si folosirea parantezelor

Ca si in cazul numerelor rationale:

¢ intr-un sir de operatii cu numere reale, se efectueaza mai intai ridicarile la putere, apoi inmultirile si
impartirile in ordinea in care apar si dupa aceea se efectueaza adunadrile si scaderile in ordinea in care apar;
+ in exercitiile de calcul cu paranteze, se efectueaza mai intai calculele din parantezele mici (rotunde),
apoi cele din parantezele mari (patrate) si dupa aceea calculele din acolade.

.

[#* Aplicim cunostintele

Calculeaza, respectand ordinea efectuarii operatiilor'

3 -2
ﬁ:(\/ 4f) \/32 47 - \/32+42) 22
2 NE]
2
Rezolvare (activitate frontald): £ (Sf 4f }47 )5 (3-4-5)+ 3
2 22
1
(4
_£-4\/€+l—7+3=£ LI B B PO B S B U B S B
2 '8 2 46 28 8 8 2 8 2 22

Portofoliu

Descrie ordinea efectudrii operatiilor cu numere reale.

Rezolva cinci exercitii in care sa aplici ordinea efectudrii operatiilor.
Descrie modul de folosire a parantezelor in operatiile cu numere reale.
Rezolva cinci exercitii in care sa aplici modul de folosire a parantezelor in operatiile cu numere reale.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

B} Calculeaza: a) (2\/5)2; b) (—3\/5)2; <) (\/5\/5)3, d) (—2\/5)3; e) \277.

(BT o B T w15l o)
B} Calculeaza: a) (\/E) (\/E) : b) (\/5)8 ; <) [(\/E) } ; d) (E\Ej ; e) (ﬁj )

E) Calculeazi a+ b - ¢, pentru:

a) a=233-5, b=32-23, c=-5+3v2;  b)a=2-5, b=-47+25, c=5-47.
) Calculeaza:

a) 12v6:24/3; b) —204/27 :4/9; c) 72463 :(-47):(—3).
B Calculeaza:

a) (—2\/3)2 ; b) G.\/ﬁjz ; <) [LT ; d) (%T :

Calculeaza in doua moduri:

ARSI




Puteri cu exponent numar intreg. Ordinea efectudrii operatiilor

EA Calculeaza:
2T TN BE b N2 BN -2
Jia 2 N Jio o \is J6 ‘
B} Calculeaza: -
-3 e
o) (23125 o £ 0)(43)" :(3) ~3(+3)" (3. =
2 =/
E) Se considers numerele a = 4+/2 —+/32 +/128 si b= 53 +/27 —-6+/12. Calculeaza:
a)a-b; b)a-b; ca:b; d) a* + b Y
) Calculeaza:
432 27 48 2 2 3 2 2
& \/W”'\/%‘\/ﬁ b) (V3] (3v2) ~(243) 3 +(5v2) :(V5)
c)( >, 8., ¢ )2: ﬁiz; d) 70-\/E+o,5-\/372—\/0,72-(5\5)2.
Jis 32 V72) T 3 25
) Dacéaa= 0,16)++0,36 +1%-\/0,09, calculeaza 1%1
a
P Efectueaza calculele:
a) 24312 +2427 /48 +/75; b) (—0,2)3-(—5)2—%-\/0,0025 +(#+%}11\/ﬁ

B Se considers numerele x = 24/3 siy =18 —54/3.

a) Calculeaza produsul numerelor x si y si scrie rezultatul sub forma a+b+/c .

b) Stiind ca \/6 =2,44948..., aproximeaza la zecimi prin lipsa rezultatul calculului 2\/5-(\/%—5\/5).

. ®,
rDin oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

E) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste literaF. 3 puncte

a) Dacax= ZM—JR, atunci x? = 48. A F
b) Dacé x = 4+/245 —34/500, atunci x® = —40+/5. A F
c) Modulul numarului (—4\/5)3 ++/128 +4-(—\/§)3 este numarul 128+/2. A F
(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
a) V12?2 +/5% esteegal cu ... 1)-22
b) V122 15 este egalcu... 2)-2;
-2
) (\/5\/5)4 + (%j esteegalcu... 3)13;
12
d) (\/g)m 2(\/5)8 - [(«/5)3 ]2 esteegal cu ... D7
5)42.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte
Rezultatul calculului (3\/5—\/5—@)3 : (%} 3 este egal cu |:|




&

1 ¢ MULTIMEA NUMERELOR REALE

EVALUAREA UNITATII DE INVATARE

imp de lucru: e minute.
Q EST Timp dell 50 de mi
I. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. h
(5p) 1. Opusul numarului 2—/3 este numarul ....
(5p) 2. Inversul numarului ;2 este numarul ... .
(2v6-5)
(5p) 3. Suma numerelor x =~/28 si y:—3x/7 esteegalacu....
7 10
(5p) 4. Produsul numerelor a=— si b=— esteegalcu....
2775
Il. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu rezultatul corespunzator din coloana B.
A B
24 45 ’ a) 0,25;
(5p) [ j esteegalcu ...
N NN
(5p) 3-( ol |12 + 21 j (24 10 jesteegal cu ) 210
53 243 33) V3 V2 V27 5
c) V3;
(5p) 3. ki f 243-3 W2- = +£—£ este egal cu )
V323 J6 2/6 3
NG Jio d) 4,1(6);
5 5 4 30 10 31
(5p) 4, | — + = /2 esteegal cu ...
[3 1045 3\/_J (\/_ 30 3\%) . o) 27.
Ill. Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
(5p) 1. Rezultatul calculului V10" +10"° +10" :4/5 +5° +5" + 5" este egal cu:
A. 2", B.3-2'% C.32; D.5-2'" *
(5p) 2.Daca a=4\/g:\/§—2-(1+2\/§), atunci 1 +a' + a2 este egal cu: o
A.0,25; B. 0,50; C.0,75; D. 2.2. ‘
3-1 3-2 12-4|} 5-243
(5p) 3. Rezultatul calculului I\f |+|f |+|\/7 | : 3 este egal cu:
2 2 2 4 (
A.2; B. 4; C. 24/3; D. 34/2.
(5p) | 4.Daca a=2/847 —\/648 +9/8 —/567 si b=+/800 +50+/5 —4+/50 —25+/20, atunci a’ este egal cu:
A. 45; B. 137; C.0; D. 1.
La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete
10 2
IV. Se considera numerele reale a=+/10 - ( j+|3f 6|sib=2+—+ JV3).
NN =)
(15p) a) Aratd cd a=2+/5+6. b) Calculeaza (a-b)®*.  c) Arata ca a—(\/%+2) este patrat perfect.
3+412++/27 +...++/300
V. Se considera numerele reale a= B+12+4427 , b=v2+/8+/18 +..+/2-992 Si
7 +/28 ++/63 +...+/700
€ =+/968. Arata ca:
15
(15p) a) a-/21 este numar natural; b) m-b este un cub perfect; «¢) b-c' este patrat perfect.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

L1 12| 13 | 14 [0 2 | 03| 104 [ 01 [ 2| m3 |4 | va|lvb | IVc| Va | Vb | Vc

Punctajul

Nota




Media aritmetica ponderatd a n numere reale

UNITATEA: OPERATII CU NUMERE REALE
iN SITUATII PRACTICE

NIVl Media aritmetica ponderata a n numere reale, n =2 2

&7| Rezolvam impreuni

Mihaela a cumparat de la piata 1 kg de mazare, pentru care a platit 4,20 de lei, si un 1 kg de fasole, pentru
care a platit 5,80 de lei. Cat a platit Mihaela pentru un kilogram de legqume?
Rezolvare (activitate frontald):

Rationamentul este urmatorul:
- pentru 2 kg de legume, Mihaela a platit: 4,20 lei + 5,80 lei = 10 lei;
- pentru 1 kg de legume, Mihaela a platit: 10 lei: 2 =5 lei.
Observatie: Notand cu m valoarea exprimata in lei a pretului pe kilogramul de legume, rezulta:
m = 5,80+4,20

=5.

Spunem ca 5 este media aritmetica a numerelor 5,80 si 4,20.

f L~ B )

¢ Senumeste media aritmetica a numerelorrealea,, a,, ..., a raportul dintre suma numerelor si numarul
a,+a,+...+a,

acestora. Se noteaza cum_sim_=
n

* Se numeste media aritmetica ponderata a numerelora,, a,, ..., a, cu ponderilep,,p,, ..., p,, numarul
p,-a,+p,-a,+...+p,-a,

p,+p,+...+p,
¢ Media aritmetica a doua sau mai multor numere reale este cel putin egald cu cel mai mic dintre numere

si cel mult egald cu cel mai mare dintre acestea, adica: a, <a,<...<a =a,<m_<a (n>2).
N\ J

[#* Aplicim cunostintele

Prin utilizarea unor instrumente topografice, au fost masurate

notat cu m si definit de egalitatea: m_ =

unghiurile si distantele unui teren impadurit si s-a intocmit schita A D

alaturata, la scara 1:100. S-a stabilit ca suprafata ABCD este un

dreptunghi, iar suprafata CDE este un triunghi dreptunghic cu N \P

ipotenuza DE. Pe schitd, unde AB =2 cm, BD =4 cm, DE =3 cm

si CE = 2NP, sunt marcate punctele coliniare M, N si P, care sunt \

mijloacele segmentelor AB, DC, respectiv DE. B a 3
a) Din motive practice, de accesibilitate, prin punctele M, N, P

trebuie construit un drum forestier. Aratd ca lungimea acestuidrum

este egald cu media aritmetica a lungimilor drumurilor AD si BE 3z

(C e BE). Topografia este o stiintd care se ocupi
b) Stiind cd +/120000 = 346,41016..., /12500 =111,80339... * cu efectuarea de masuratori asupra unor

si cd un metru liniar de drum forestier costa 800 de lei, estimeaza @ T suprafete de teren si forme de relief, cu

costul drumului. .z studiul metodelor de mésurat, precum si

Rezolvare (activitate frontald): .G cu analiza instrumentarului si aparaturii

a) Folosim schita topograﬁcé. Deoarece BC = AD §I CE = 2NP, din == necesare desféwrjrii activitétilor_

BE = BC + CE rezulta ca BE = AD + 2NP. Tinénd cont ca AD = MN si - Rezultatele masuratorilor topograﬁce se

calculand media aritmetica a lungimilor segmentelor AD si BE, concretizeaza in intocmirea hartilor si

AD+BE AD+AD+2NP
2

planurilor topografice, la diferite scari.

rezulta ca: =AD+ NP =MN + NP = MP.

{eD
o]

(=)



1 ¢ MULTIMEA NUMERELOR REALE

AD +BE

Din egalitatea: =MP rezultd cd lungimea drumului MP este egald cu media aritmetica a lungimilor

drumurilor AD si BE.
Folosindu-ne de schita topografica, calculam lungimile unor segmente. Acestea sunt exprimate in centimetri.
Deoarece ABCD este dreptunghi, rezulta ca CD = AB = 2 cm. Cu teorema lui Pitagora in triunghiul drept-

unghic CBD, calculdm: BD? = DC? + BC?, adica BC? = BD? — DC? si BC = /BD* —DC? =16 —4 =/12 =2./3.
Rezultd ca AD = BC = 24/3 . Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul CDE, calculam: CE? = DE? - CD? si obti-

nem: CE= ~DE?> —CD? =/9—4 =+/5. Rezulti ci BE = BC + CE = 2/3 ++/5.
AD +BE
. 2\/§+22\/§+\/§:4\/§2+\/§:2\/§+0’5\/§'

,adica MP =

Conform punctului anterior, MP =

Deoarece schita topografica afost realizatd la scara 1:100, rezulta ca lungimea in teren a drumului MP, exprimata
in metri, va fi de o sutd de ori mai mare decat cea din schita. Rezulta ca:

MP:100-(2\/§+0,5\/§):200x/§+50\/§:\/1 20000 ++/12500.

Din punct de vedere practic, acest rezultat exact al lungimii drumului forestier nu este folositor. Avand in
vedere ca o sutime dintr-un metru reprezinta un centimetru, calculul lungimii drumului este suficient de precis

daca estimam lungimea acestuia la sutimi. Din 346,41<+/120000 < 346,42 si 111,80 <+/12500 < 111,81 rezul-

t4 ca 346,41+111,80 <+/120000 ++/12500 < 346,42 +111,81, de unde: 458,21<+/120000 ++/12500 < 458,23.

Prin urmare, lungimea drumului MP este mai mare decat 458,21 m si mai mica decat 458,23 m. Deoarece
800-458,21 = 366568 si 800 - 458,23 = 366584, rezulta ca drumul forestier costa cel putin 366568 de lei, dar nu
mai mult de 366584 de lei.

& Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

E) a) Sumaatrei numere este +/27. Calculeaza media lor aritmetica.
e J5 )
b) Media aritmetica a trei numere este ? Calculeaza suma numerelor.

B) Calculeaza media aritmeticd a numerelor reale x, y si z, stiind ca:
a) x=25-5\3, y=7V3-55, z=3J5-2/3;  b) x=11-2, y=34/2-7, z=5-22.

E) Calculeaza media ponderata a numerelor:

1 1
a) 1,(3)si 35, cu ponderile 3, respectiv 6; b) Y 1,3(8) si 0,(3), cu ponderile 1, 9, respectiv 6.

@) Calculeaza media ponderati a numerelor x=+8-/12 siy =18 +/27 , cu ponderile 27" si 3",

B stiind \/; este media aritmetica a numerelor x si z, cu x < z, scrie numerele x, /y si z in ordine
descrescatoare.

o - . . L 17 < 1 7 <
0@ Media aritmetica a trei numere rationale pozitive este —. Suma a doua dintre ele este —. Calculeaza
celalalt numar. 36 12

o - . L o - . <
Media aritmetica a trei numere este 37§ ,iar media aritmetica a ultimelor doua numere este 54. Deter-

mina numerele, stiind ca al treilea este cu 44 mai mare decat al
doilea.

B} Serban a cumparat pentru o petrecere 2 kg de bomboane cu
3 lei kilogramul, 3 kg de bomboane cu 7 lei kilogramul si 1 kg de
bomboane cu 9 lei kilogramul. Cati lei costa in medie un kilogram
de bomboane?




Media aritmetica ponderatd a n numere reale

E) S-a recoltat floarea-soarelui de pe trei parcele dupa cum urmeaza: de pe prima parceld s-au strans cate
4000 kg la hectar, de pe a doua, cate 3800 kg la hectar, iar de pe a treia, cate 4600 kg la hectar. Prima parcela
are o suprafatd de 5 ha, a doua are o suprafata de 3 ha si a treia are o suprafata de 10 ha. Cate kilograme de
floarea-soarelui s-au strans in medie la hectar?

) Media aritmetica a doua numere rationale pozitive este 0,75 si un al treilea numar este 1,5. Calculeaza
media aritmeticd a celor trei numere.

. . - . 27 . . - . 23 . .
m Media aritmetica a numerelor a si b este ﬁ' media aritmetica a numerelor b si c este —, iar media

aritmetica a numerelor asi c este 1.
a) Calculeaza media aritmeticd a numerelor g, b si c.
b) Cu cat se modifica media aritmetica a numerelor g, b si ¢, daca la fiecare se mai adauga 6?

) Un fermier sorteaza legumele produse astfel: 60 kg de legume de
calitatea | si 40 kg de legume de calitatea a Il-a. Pretul legumelor pe piata este
de 4,60 de lei kilogramul pentru legumele de calitatea | si de 3,60 de lei
kilogramul pentru legumele de calitatea a ll-a. Fermierul se gandeste cd, daca
4,60+ 3,60

aramesteca legumele si le-ar vinde cu pretul mediu de =4,10lei

kilogramul, suma de bani rezultata din vanzare ar fi aceeasi.

a) Efectueaza calculele si verifica daca fermierul are dreptate.

b) Calculeaza pierderea suferita de fermier.

c) Calculeaza pretul mediu corect pentru kilogramul de legume rezultat prin amestecarea celor doua
sortimente de legume.

d) Precizeaza situatia in care pretul mediu stabilit de fermier ar fi putut aduce acestuia o suma de bani
in plus.

| .
[ Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 5 N

¥) Daci afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) Media aritmetica ponderata a numerelor rationale 3 si 2,(3), cu ponderile 4,

respectiv 6, este m, = 2,6. A F
b) Media aritmetica a numerelor reale 2+/5, 6:/5 Si 75 este m, = 4[5, A F

< . . a1
c) Media aritmetica ponderata a numerelor reale 2.6 Si 36, cu ponderile >

1
respectiv 3 estem = 2,4+/6. A F
a Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
a) Media aritmetica ponderata a numerelor reale /180 si 3+/80, N3

cu ponderile 2, respectiv 6, este egala cu ... 2) 10,545
b) Media aritmetica ponderatd a numerelor reale 35, 24/45 Si 55, )10, '
cu ponderile 1, 2, respectiv 7, este egala cu ... 3) 572 —1:
c) Daca media aritmetica ponderata a numerelor /18 si 2+/32, cu '

ponderile 2, respectiv g, este egald cu 6+/2, atunci g este egal cu ... 4) 5./5;
d) Media aritmeticd a numerelor reale (7\/5—3) Si (3\/§+1) este
egalacu... 5) 5/2.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

Media aritmeticd a trei numere reale este egald cu 5./3. Daca media aritmeticd a doud dintre numere

\este egala cu 6+/3, atunci diferenta dintre cel de-al treilea numar si 3+/3 este egala cu S

J




1  MULTIMEA NUMERELOR REALE

(NI 1V:WA Media geometrica a doua numere reale pozitive

A Ne amintim

+ proprietatea fundamentala a proportiei; ¢ teorema lui Pitagora.

&7] Rezolvim impreuns

a) Deseneaza un triunghi dreptunghic ABC, cu catetele AB=3 cm si AC=4 cm.

b) Construieste indltimea AD a triunghiului ABC.

c) Masoara lungimea segmentului BC.

d) Se noteaza cu x lungimea (exprimata in centimetri) a segmentului AD. Stiind ca BD=1,8cm,CD=3,2cm
si ca numerele 1,8 si x sunt direct proportionale cu numerele x si 3,2, calculeaza x.

e) Verifica rezultatul prin masurare.
R)ez';))lvare (activitate individuald): d) Deoarece numerele 1,8 si x sunt direct proportionale cu numerele
a),

. “ . 1,8 n .
x si 3,2, rezulta proportia —=3L. Cum intr-o proportie produsul
X '

mezilor este egal cu produsul extremilor, rezulta succesiv:

x-x=1,8-3,2;x2=576; x=4/5,76; x=24.
Prin urmare, lungimea segmentului AD este de 2,4 cm, ceea ce
corespunde cu rezultatul obtinut prin masurare.

[ov]
Dl}
A

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Deoarece numerele 1,8 si x sunt proportionale cu numerele x si 3,2, se spune despre x ca este media
proportionala a numerelor 1,8 si 3,2 sau ca x este media geometrica a numerelor 1,8 si 3,2. In acest caz,

x=4+/1,8-3,2.

La geometrie vom demonstra ca: oricare ar fi un triunghi dreptunghic, lungimea inaltimii corespunzatoare
ipotenuzei este media proportionald sau media geometrica a lungimilor segmentelor determinate de inaltime
pe ipotenuza.

¢ Daca a si b sunt doua numere reale pozitive, atunci media geometrica sau media proportionala a
numerelor a si b este numarul pozitiv m, =+a-b.

¢ Media geometrica a doua numere reale pozitive, a si b, cu a < b, este cel putin egala cu cel mai mic
dintre numere si cel mult egala cu cel mai mare dintre numere, adica:0<a<b=a< m, < b.

¢ Media geometrica a doua numere reale pozitive, a si b, este mai mica sau egala cu media aritmetica a

- . - a+b
numerelor reale pozitive a si b, adica:a>0,b >0 = +ab <

¢ Daca asi b sunt numere reale pozitive, atunci media geometrica este egala cu media aritmetica daca si

numai daca cele doua numere sunt egale, adica: \/gb :&b@ a=b.
2




Media geometrica a doua numere reale pozitive

[#* Aplicim cunostintele

N

ExerciTiuL 1

- < y . a+b . A .
Copiaza, calculeaza si completeaza tabelul urmator, unde m = — respectivm_= rJab reprezintd media

aritmetica, respectiv media geometrica ale numerelor reale a si b.

2
12 0,6 3 ? ? B2

&

48 9,6 ?

5 Gz

13
12

ExerciTiuL 2

Se considerd numerele reale: a = (ﬁ—\/g)(\/ﬁh/g) sib= (ﬁ+\/§)(m—\/§)

a) Arata ca produsul a - b este numar natural.
b) Calculeaza media geometrica a numerelor a si b.
Rezolvare (activitate frontald):

aja-b= (ﬁ—ﬁ)(ﬁﬂ@)(ﬁh@)(ﬂ—ﬁ)
0 0 0 1
Aplicand asociativitatea si comutativitatea inmultirii, grupand factorii produsului a - b sitinand cont de schema

de mai sus, rezulta:a - b= [(ﬁ—\/g)(ﬁ+\/§)}[(\/ﬁ+\/§)(\/ﬁ—\/§)}
Introducem urmatoarele notatii: x = 7 -/5; y= V7415, z=V11+43; t=11-43.

Atuncia - b = (xy) - (zt). Calculam xy si apoi zt.

Calculul lui xy: xy = x(ﬁ+\/§)=x 7+x\/§=(\/7—\/§)\/;+(\/7—\/§)\/§=
7T 5 NT T N5 5 5 =735 +/35 -5 =2 \%

) -
~J
o
~J
~J

Calculul lui zt: zt = z(\/ﬁ—ﬁ)zz\/ﬁ—z\/gz(\/ﬁ+\/§)\/ﬁ—(\/ﬁ+\/§)\/§=
= AT VB AT VT B33 =114 33333 =8,

Deci,a-b=2-8=165i 16 este numar natural.
b) Media geometrica este m  =+a-b=+2-8 =16 =4.

g Exerseazi, fixeaz si aprofundeaza cunostintele

Calculeaza media geometrica a numerelor: a) 8 si 32; b) 24/2 Si 3J18.

a) Media geometrica a doua numere este 12, iar unul dintre numere este 9. Calculeaza celalalt numar.
b) Doua numere naturale au media aritmetica 14,5 si media geometrica 10. Calculeaza numerele.

Calculeaza media aritmetica, media geometrica si compara media aritmetica cu media geometrica in
ecare dintre urmatoarele cazuri:

=

a) i Si i; b) 18 si 50; c) 0,95si2,5; d) 6,25 si 100.
27 75
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@) a) Mediageometrica anumerelor 4si 8 este 64. Determina numerele naturale x si y cu aceasta proprietate.
b) Media geometrica a doua numere naturale este 21, iar cel mai mare divizor comun al lor este 3.
Calculeaza numerele.

B Calculeaza media proportionala a numerelor:

a) 32si50; b) — si —; c) 0,025i 0,08.

0@ Calculeazai media geometrica a numerelor:

a) \72 si \18; b) 66 si 9V6; <) 11si 2%.

Determina toate perechile de numere naturale a caror medie proportionala este egala cu:
a) 15; b) 6; ) 10.

Calculeaza media proportionala a numerelor:

a) 97 si \/63; b) 6+/2 si 18; <) 142 si 74/2.

Calculeaza media geometrica a numerelor:

a)x=12siy=3; b) x=2,25si y = 36; c)x=%§iy=3;
d) x=1,5)siy=3,5; e)x=165siy=1,4(6); f) x= /252 siy=/1575.
) Determina x € Q, x> 0, din egalitatile:
X X 2,25 23 x
)—=— b) —= ; ) —=—~.
X 49 121 x x 83

. ®,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) Media geometricd a doua numere reale pozitive este egala cu 6. Daca unul dintre

numere este 32, atunci celalalt numar este 6+/2. A F
b) Media geometricd a numerelor reale 1 1 ,(6) si 1 Bestem =21. A F
c) Media geometrica a numerelor reale — estem = 2714 A F

5%

(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

Se considera numerele a = 324/3 sib= 24/3.

a) Media aritmetica a numerelor a si b este egala cu ... 1) 144/3;
b) Media aritmetica ponderata, cu ponderile 2, respectiv 3, 2) 94/3;
anumerelor asi b este egald cu ... 3) 843;
c) Media geometrica a numerelor a si b esteegala cu ... 4) 17/3;
d) Diferenta dintre media aritmetica si media geometrica 5) 74/3.

anumerelor asi b este egald cu ...

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte
V2443 V3-5 52 10 1

J6 fis o T B
egal cu |:|

\ J

Dacda = atunci produsul celor doua numere este




Ecuatii de formax’=a,undea € R

A1 BVLE Ecuatii de forma x>=a, undea € R
&7 Rezolvam impreuni

Folosind proprietatea de distributivitate a inmultirii e! . .
fats de adunare, demonstreazi ca, oricare arfinumerele NGl Ld13)

reale asi b, are loc egalitatea: * ecuatie, solutia si multimea solutiilor unei ecuatii,
— 2 2 . .
(a-b)a+b)=a*-b ecuatii echivalente;
Rezolvare (activitate frontald): + operatii cu numere reale;
Pentrua calcula (a-b)(a +b), notama-b=msiaplicam |« y3dicina patratd a unui numar real nenegativ;
distributivitatea inmultirii fatd de adunare: * modulul unui numar real.

(@a-b)a+b)=m-(a+b)=m-a+m-b.
Pentru a calculam - a+ m - b, inlocuim m cu a - b si aplicam proprietatea de comutativitate si proprietatea de
distributivitate a inmultirii fatd de scadere:

m-a+m-b=(@a-b)-a+(@-b)-b=a-(a-b)+b-(a-b)=a*>-ab+ba-b*=a>-b>
Deoarece (a-b)(a+b)=m-a+m-bsim-a+m-b=a?-b?rezulta ca (a-b)(a+b) =a*- b2
Am demonstrat ca:

Diferenta patratelor a doi termeni este egala cu
produsul dintre suma si diferenta termenilor.

¥, Observim si descoperim cunostinte noi

Exista numeroase probleme practice care conduc la ecuatii de forma x? = g, unde a este un numar real dat.
Un exemplu simplu este urmatorul:

Se considera un patrat cu aria de 25 cm?. Lungimea laturii patratului, exprimata in centimetri, este egala cu x.
Calculeaza lungimea laturii patratului.
Rezolvare:
inlocuind datele problemei, obtinem ecuatia x> = 25. Rezolvarea ecuatiei permite aflarea lungimii laturii
patratului. intr-adevar:
+ deoarece lungimea laturii patratului este x si aria oricarui patrat este patratul lungimii laturii sale, rezultd ca
aria patratului considerat este x?
+ pe de alta parte, conform enuntului, aria patratului considerat este de 25 cm?;
+ rezultd ecuatia in R: x* = 25.

Rezolvarea ecuatiei se poate face prin doua Metoda 1 Metoda 2

metode, ca in figurile alaturate. 2 =25 X2 =25
Prin urmare, ecuatia x*> = 25 are doua solutii: -5 ) _

. > 7 ox-25=0 5
si 5. Deoarece lungimea nu poate fi negativa, _ ,2_s2_ < X2 =4/25
rezu[ta ca lungimea laturii patratului este < (x+5)x=5)=0 < x=5
egald cu5cm. 57 B = @ = B =0 < x=5saux=-5.

. < o, e

Prlmg rnetodzdedrezolvare a eEL{atllcel Xt = 25, - Rezulta ca S ={-5, 5}.
numltaumeto a descompunerii in actori, s&  pasults S = {5, 5}.
bazeaza pe faptul ca x> — 52 = (x + 5)(x - 5)
(diferenta patratelor a doi termeni este egald cu produsul dintre suma si diferenta termenilor) si va fi studiata
in clasa a Vlll-a.
Metoda a doua de rezolvare a ecuatiei x? = 25, pe care o numim metoda radicalului si a modulului, utilizeaza
cunostinte despre radicali si despre modulul unui numar real:

a?-b’=(a+b)-(a-b) >

X, dacax>0
oricare ar finumarul real x, Vx*> =|x| si |x]=10, dacax=0.

—x, dacax<0
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N
¢ Rezolvarea ecuatiei x*=a, undeac R:
> Daca a < 0, atunci ecuatia x* = a nu are solutii si scriem S = .
(Deoarece x* = 0si a < 0, egalitatea x*> = a este imposibila.)
> Daca a > 0, atunci ecuatia x> = a are doua solutii, Ja si-+Ja, siscriem S = {—\/E,\/E}.
(Se mai spune ca ecuatia are solutiile x= \/a six=-+/a.)
> Daca a =0, atunci ecuatia x* = a, adica ecuatia x> = 0, are solutie unica x = 0 si scriem S = {0}.
¢ Metode de rezolvare a ecuatiei x>=a,undeac Rsia > 0:
1. Metoda radicalului si a modulului 2. Metoda descompunerii in factori
2
X’=a x2=a<:>x2=(\/5)
2
oV =Va = x*~(Va) =0 [x+a)(x—a)=0
- olx| =+a < x+/a=0sau x—Ja=0 -
< x=—Ja sau x=+/a. < x=—Ja sau x=+/a.
Rezulta ca S:{—\/E,\/E}. Rezulta ca S:{—\/E,\/E}.
. J
[#* Aplicim cunostintele
Rezolva ecuatiile: a) (x-1)?-4=0,x € Z; b) (x=~/3)?=3=0, xe R\ Q.
Rezolvare (activitate frontald):
é , ) ) é )
a)(X—1) —4—0<:>(X—1) =4 b) (X—\/§)2—3=0<:>(X—\/§)2=3

SNx-1 =4 o x-1=2 eVx—BY =3) < |x—B]=13

&Sx-1=2saux-1=-2 o x—~3=3 sau x—3=-3

o x=3saux=-1. o x=243 saux=0.
Deogrece -1e 'Z§| 3 € Z,rezulta Deoarece 24/3 e R\Qsi0 ¢ R\Q,
multimea solutiilor S = {3, -1}.

rezulta multimea solutiilor S = 2\/5 .
N JAN fimea solufilor $={243). )

Observatie: Rezolvarea de mai sus arata importanta multimii in care se cere a fi rezolvata o ecuatie.
Multimea respectivd poate fi: N, Z, Q, R sau orice alta multime M c R.

g Exerseazi, fixeaz si aprofundeaza cunostintele

D Precizeaza care dintre urmatoarele ecuatii au ca solutie numarul real 2:

a)x*=-4; b)x*=2; ox*=4; d)3x*=12; e)4x’+1=17.
E) Precizeaza care dintre urmétoarele ecuatii au ca solutie numarul real -3:

a)5x’=45,xeR; b)2x*+1=19,xe N; c)5x*-2=43,xe{-1,0,2}.
E) Rezolvi ecuatiile:

4

a)x*=64,xeR; b) x2=§,xeR; Ax2=0,xeR; d)x*=121,xe R.

@) Copiaza, completand spatiile punctate, astfel incat afirmatia rezultat si fie adevarata.

a) Pentru m egal cu ..., ecuatia x> = m are ca solutie pe 2.
b) Pentru m egal cu ..., ecuatia 3x* = m are ca solutie pe -1.




Ecuatii de formax’=a,undea € R

c) Pentru m egal cu ..., ecuatia x> - 3 = m are ca solutie pe 3.

. . 2
d) Pentru m egal cu ..., ecuatia 5x* = m are ca solutie pe ars

e) Pentru m egal cu ..., ecuatia 2x> = m are ca solutie pe /2. V
B Rezolvi ecuatiile: a) 2=25,xe N;  b)x2=25,x € Z; Ax*=7,xeQ; d)x*=7,xeR.
0@ Determind x € R, stiind ca:
8 25 1 5
a) 2=2; b) 2=%; Q== d>=X
2 X x 4 6 X x 4

< . 13 . . < .
Se considera multimea M:{—2,0,§,§,4} si ecuatia x> = m, unde m € M. Calculeaza probabilitatea ca,

alegand la intamplare o valoare a lui m din multimea M, ecuatia x> = m sa aiba:
a) solutii in Z; b) solutii in Q; c) solutii in R; d) solutii in N.

B} Aria unui patrat este egala cu 144 m2 Calculeaza perimetrul patratului.

E) Calculeaza lungimea laturii unui pétrat a cdrui arie este egald cu suma ariilor a doud patrate cu lungimile
laturilor egale cu 3 cm, respectiv 4 cm.

4 2
) Rezolvi ecuatiile: a) x2=289,x € Z; b)x*=49,x € R; c)x?= 3 xeQ; d) x*= S'X e R.

Se considera numerele a = (1-+/2)? si b2 = (1++/2). Calculeazi:

@
a) |a| si|b]; b) media aritmetica a numerelor |a| si |b]; c) media geometrica a numerelor |a| si |b].
(A Rezolvi ecuatiile: a) 2x*=32,x € Z; b) 0,5x*=12,5,x e N; <) gxz =75xeR.
B) Determina x e R, astfel incat:
y2_X. by 3X-2. q2x =8, d) (x=1)2 = 16.
X 2 5 3x 2 5
Rezolva ecuatiile: a) (x+ 1)?=4; b) (x-2)?=1; c)(3x-1)2=8§; d)(B3x-2)?-4=0.

Se considera numerele a=\/2—\/§ , b=\/2+\/§ sip=a-b.
a) Demonstreaza cap < 0.
b) Calculeazé a - b si p*.

c) Demonstreaza ca \/2—\/5 —\/2+\/_ =—/2.

. ®,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

& Dpaca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

a) Numarul real —2+/3 este solutie a ecuatiei x> = 12. A F
b) Numadrul intreg -2 este solutie a ecuatiei 4x* + 1=17. A F
c) Ecuatiile 3x = 12 si -x* + 3 = -1 sunt echivalente. A F

2 Uneste, prin siageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat

in coloana din dreapta. 4 puncte
a) Lungimea laturii unui patrat care are aria de 324 cm? este egald cu ... 1) 18 cm;
b) Lungimea laturii unui patrat care are aria egala cu suma ariilor a doua 2) 10 cm;
patrate cu lungimile laturilor de 12 cm, respectiv 16 cm este egala cu ... 3) 20 cm;
c) Lungimea laturii unui patrat care are aria egald cu diferenta ariilor a '
doua patrate cu lungimile laturilor de 26 cm, respectiv 24 cm esteegala cu ... 4) 25 cm;
d) Perimetrul unui patrat care are aria de 484 cm? este egal cu ... 5) 88 cm.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte @
Valoarea raportului solutiilor ecuatiei x* = 2'%* — 2193 4 21% este egala cu |:| L

\




1  MULTIMEA NUMERELOR REALE

(NI V:.X:® Activitati practice si exemple din viata cotidiana

[p* 1. Activitati practice

Desi erau cunoscute din cele mai vechi timpuri, numerele irationale au fost recunoscute abia in secolul
al XIX-lea. Mesopotamienii, cu 3000 de ani inainte de Hristos, cunosteau aproximari foarte bune pentru

numarul /2.
Teorema lui Pitagora si instrumentele de masura permit gasirea unor valori aproximative pentru

\E, \E \/E, J7 etc. si aproximarea rezultatului unor calcule cu aceste numere.

Activitate practica (activitate individuald):
a) Utilizeaza un creion bine ascutit si o rigla gradata si deseneaza pe foaia de ma-

tematica un patrat cu latura de 1 cm. S - E ”///

b) Calculand cu teorema lui Pitagora lungimea diagonalei patratului, se gdseste = @ ////,//

Ca aceasta este egala cu V2 em.in viata cotidiand, un astfel de rezultat este, de i = - P
requld, nefolositor. Masoara lungimea diagonalei patratului, notata cu d, apoi N—_; \3///

copiaza si completeaza spatiile punctate:

d=...mm=...,...cm.
Dar, conform calculului, d = J2 cm.Rezulti ci 2 ~ e

c) Gaseste o aproximatie mai buna pentru V2, procedand astfel: reia activitatile practice a) si b), desenand un
patrat cu latura de 1 dm. Copiaza si completeaza spatiile punctate:

d=...mm=...,...dm.
Dar, conform calculului, d = \/E dm. Rezulta ca \/E Roviryen

Observatie: Pentru rezultate mai precise, se poate utiliza hartia milimetrica. Imaginea de mai sus ilustreaza
masurarea cu rigla a laturii si a diagonalei unui patrat desenat pe hartie milimetrica. Latura patratului are
lungimea de 1 cm = 10 mm, iar diagonala are lungimead=... cm.

Spirala lui Teodor din Cirena permite construirea unor
segmente care au lungimile exprimate prin sirul de numere reale:

J2,\3,4,5,46,47,8, ... In imaginea din dreapta este
prezentata spirala lui Teodor din Cirena.

Teodor din Cirena, matematician al Greciei antice (n. 465 i.H.,
d. 398 i.H.), a fost discipol al lui Pitagora. in afara de matematica, a
fost interesat de astronomie, muzica si toate disciplinele legate de
predare. In domeniul matematicii, a fost interesat de numere
irationale si a demonstrat ca radacinile patrate ale numerelor 3, 5,
6,7,8,10,11,12,13,14, 15 si 17 sunt numere irationale. Pitagorean
convins, Teodor din Cirena a fost unul dintre principalii filozofi ai scolii din Cirena.
(Sursa: Wikipedia, enciclopedie online libera.)
Activitate practica (activitate individuald):
a) Deseneaza spirala lui Teodor din Cirena, pornind de la desenarea triunghiului
dreptunghic isoscel OAB din figura aldturata, cu OA =1 cm si AB =1 cm. Foloseste:
- un creion bine ascutit si o rigla gradata;
- un echer pentru a desena unghiurile drepte cu varfurile in punctele A, B, C, D, E,
F.G....




Activitati practice si exemple din viata cotidiana

Folosind rigla gradata, masoara lungimile segmentelor OA, OB, OC, OD, OE, OF si OG, apoi copiaza si comple-
teaza tabelul urmator:

SR 051" 0D | 0F |07 |06 |

Lungimea \/5 ; . ) . )
calculata
Lungimea . 14cm ) ; - ) )
masurata
Concluzia ——>» \/5 ~14 ? ? ? ? ?

Respectand datele mentionate in tabelul de mai jos si folosind instrumentele geometrice, deseneaza
triunghiurile dreptunghice AMB, CND si EPF.

Triunghiul Lungimile catetelor
AMB MA=1dm MB=1dm
CND NC=1dm ND =AB
EPF PE=2dm PF=CD
Atentie! Vei aplica cunostintele de geometrie din clasa a Vl-a, pentru a Segmentul  AB D EF
construi segmentul ND congruent cu segmentul AB si segmentul PF Lundi
ungimea 5 5 ,
congruent cu segmentul CD. - ! ! !
Folosind teorema lui Pitagora, calculeaza AB, CD si EF. Lungimea
Masoara lungimile segmentelor AB, CD si EF, apoi copiaza si més%raté ? ? ?

completeaza tabelul aldturat.
Deseneaza o semidreapta OX si pe aceasta deseneaza segmentele OR=AB, RS = CD si ST = EF, apoi masoara
lungimea segmentului OT si completeaza spatiile punctate:

OT=0R+RS+ST.
Tinand cont de faptul ca OR = AB, RS = CD si ST = EF si de lungimile calculate ale

segmentelor AB, CD si EF, rezulta ca OT= ... = (x/f+\/§+\/7) cm.

Dar, din masurare, a rezultat ca OT = ... cm. Prin urmare, 2437 ~ ...

Verifica rezultatul cu ajutorul unui calculator de buzunar.

in multe situatii practice, rezultatul calculelor cu numere reale trebuie
sd fie aproximat printr-o fractie zecimald finitd.

Prin programe care au la baza teorii matematice sofisticate,
calculatoarele au fost programate sa faca acest lucru.

Un teren in forma de patrat are
latura de 47 m. Exprima in metri
lungimea diagonalei patratului.

I S ’m
N
<
Folosind cunostinte matematice de clasa a Vll-a, dar fara a
utiliza calculatorul, estimeaza lungimea diagonalei unui patrat

cu latura de 47 m. 47 m
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(5p)
(5p)
(5p)

(5p)

(5p)
(5p)
(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(15p)

(3p)
(3p)
(3p)
(3p)
(3p)

& TEST

EVALUAREA UNITATII DE iNVATARE

Timp de lucru: 50 de minute.

N

I. Completeaza spatiile punctate cu raspunsul corect.

1. Media geometrica a numerelor 95 si \/125 esteegalacu....
2. Lungimea laturii unui patrat care are aria egala cu 100 m? este egala cu ... .

. . - . . . . . a
3. Daca media ponderata a numerelor 3 si 5, cu ponderile a si b, este 3,4, atunci valoarea raportului 5
esteegaldacu....

4. Media geometrica a doua numere naturale este +/11. Suma celor doud numere este egalacu ... .

Il. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.

A B
1. Solutia negativa a ecuatiei 2x> + 3 =131 esteegala cu ... a) —3v/2;
2. Media geometrica a numerelor 33 Si V12 este egalacu... b) 3+/3;
3. Media aritmetica ponderata a numerelor 12 si V147, cu ¢) 5v3;
ponderile 4, respectiv 6, este egala cu ... d) -8;
4. Media aritmetica a numerelor 2+/3,3/3 Si 4.3 este egalacu... e) 3.2.

Ill. Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
1. Media geometricd a numerelor x si 14 este 28. Numarul x este egal cu:

A. 56; B.42; C.14; D. 28.
« . x—3 3 .
2.Dacax#0si ——= , atunci x este egal cu:
21 7x-21
A.3; B. 6; C.5; D.7.

3. Doua numere reale pozitive au media geometrica egala cu 83 si unul dintre ele este egal cu
o treime din celalalt. Cel mai mic dintre numere este egal cu:

A. 24/3; B. 6+/3; C.8; D. 2V/2.
4. Media aritmetica ponderata a numerelor 27" si 37, cu ponderile 4, respectiv 6, este egala cu:
A.5; B.0,4; C.57; D.0,6.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
IV. Se considera numerele reale pozitive g, b si c. Se stie cd media geometrica a numerelor a si b este

3410, media geometrica a numerelor b si c este 2+/15, iar media geometrica a numerelor a si ¢

este 64/6. Determing numerele g, b si C.

V. Se considera multimea M ={0,36, -4, 0, 144, 3}. Calculeaza probabilitatea ca, alegand la intamplare
un numar m din multimea M, ecuatia x> = m sa admita:
a) o singura solutie;
b) nicio solutie;
c) solutii reale;
d) solutii intregi;
e) solutii rationale.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

1.1 1.2 1.3 4 |1 [ 2 | 03 4 a2 m3 | ma| v | Va | Vb | Vc | Vd | Ve

Punctajul

Nota




EVALUARE: MULTIMEA NUMERELOR REALE

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Calculeaza urmadtorii radicali:
2025; J1024; V2834 \2024%;
\/0,0025; J56,25; \/0,0625; \/0,0196.
Calculeaza a si b si apoi compara cele doua numere, in fiecare dintre cazurile:
a=\/m§ib=ﬁ+ 16°; G=M§ib=ﬂ—\/?;
a:mg,ib:ﬁ-\/;z; a=\/ﬁ§ib:@:\/7_z.
incadreaza numerele date intre doud numere naturale consecutive:

27; J250; J16,25; J1957.

Determina valoarea lui g, stiind ca:

V1176 = av6; 7350 =35V/a; 28./6 =+/a.
Se considera multimea A = {—\/E,\/O,B),—1,7,\/ﬁ,\/1,(7),—\/E,\/400,\/0,(4)}. Determina multimile:

ANNANZ,ANQAN(R\Q),A\Z A\Q.
Ordoneaza crescator urmatoarele numere reale:
J250,113/2,14,104/5; 8+/3,/128,9,10+/2.

Reprezinta elementele fiecareia dintre multimile urmdtoare pe cate o axa a numerelor:
A:{er|—\/§<x<\/ﬁ}; B:{er||x|s13};

C= {er||3x|S19}; D={0,1,\/§,—1,—\/5,\/§,—\/§}.

Pentru reprezentarea multimii D, considera o unitate de masura convenabila si foloseste
teorema lui Pitagora.

Calculeaza media geometrica a numerelor:
a= /2023 sib=/1575; a=372sib=225.
Determina x, daca:
2
(x—5)2 = 49; (x-37= (1-V3) ; 0,5x2 + 1,5 =1,(6).

1—\/5+\/5—J§+x/§—\/1+ +\/E—W
V2 J6 iz Jogoo

Se considera numarul a = \/2023 2024 ++/2023-2024 . Demonstreaza ca a < 2024.

Calculeaza

2 2
Se consideranumerele o/apaN (=1 —3 sib= \/(1 - \/5) + \/(2 - \/5) . Calculeaza media aritmetica

NE)

ponderata a numerelor a si b, cu ponderile 2, respectiv 3.

“ __________________________________ \

|

|

1. Fara afolosi calculatorul, calculeaza /5318 cu o zecimala exacta. ]

2. Fie x un numar natural. Demonstreaza ca exista un numadr natural y, astfel incat, aproximand \/; :
la unitati, numarul real /x poate fi calculat cu n zecimale exacte (n > 1). |

I

I

I

I

I

I

3. Fara afolosi calculatorul, calculeaza +/5318 cu doua zecimale exacte.

Notd. Daca este nevoie, poti folosi calculatorul doar pentru a calcula patratele unor numere naturale.




1 ¢ MULTIMEA NUMERELOR REALE

2. TEST DE EVALUARE Timp de lucru: 50 de minute.

Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.
Suma numerelor rationale din multimea M = {2, -1,+/3, /5,9, —\/5} esteegalacu....
Cel mai mare numar intreg mai mic decat —3./5 este egalcu....
Vi3 35
J6 J15
0,(3) X

Numarul negativ x din proportia = esteegalcu....
X

/588

Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.
A B

Dacaa= , atunci +/10-a esteegalcu ... .

\144 —/225 ++/324 esteegalcu ... 0; 7
(\/576—\/5):\/ﬁ—1 esteegal cu ... 15; s ‘

57 —37 +4/132 2122 esteegal cu ... 3; q :m\‘
RO 2257 157 esteegalcu... 5; ‘
0.

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect. Y
Rezultatul calculului v10° —10% este egal cu:

90; 10; 30; 55.
Comparand numerelea= /49, b= 43 sic= 542, rezults:

a<b<c c<a<b; b<a<c b<c<a.

Incadreaza numarul —/5 intre doud numere intregi consecutive. Media aritmetica a celor doua
numere intregi consecutive este egala cu:

-2,3; -2,5; -24; -2,6.
Dacd a = /1444 sib=+2*-3%, atunci rezultatul calculului a - 3b este egal cu:
38; 24, 12; 2.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.

2
Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia (x—3\/§) =8 si noteaza cu x, si x, solutiile
ecuatiei.
Calculeaza media aritmetica a solutiilor ecuatiei.

Calculeaza |/x} —x:.

Se considera numerele a = 34/162 —+/450 sib = 7+/8 —/50. Calculeazs:

media aritmeticd ponderata a numerelor a si b, cu ponderile 1, respectiv 2;
media geometrica a numerelor a si b;
raportul dintre media aritmetica si media geometrica ale celor douda numere.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul | 11 | 12 | 13 | 14 | 01 | 02 | 03 | 04 WA [ 02 | W3 | W4 | Va | IVb | IVc | Va | Vb | Vc
Punctajul




ECUATII SI SISTEME DE ECUAT
LINIARE

Unitatea: Ecuatii si sisteme de ecuatii liniare

L1. Transformarea unei egalitati intr-o egalitate echivalenta. Identitati

L2. Ecuatii de formaax+ b =0, a, b € R. Multimea solutiilor unei ecuatii.
Ecuatii echivalente

L3. Sisteme de ecuatii liniare cu doud necunoscute

L4. Rezolvarea sistemelor de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute.
Metoda substitutiei si metoda reducerii

L5. Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor sau al sistemelor de
ecuatii

Evaluare: Ecuatii si sisteme de ecuatii liniare
1. Probleme recapitulative
2.Test de evaluare

69




2 + ECUATII SI SISTEME DE ECUATII LINIARE

UNITATEA: ECUATII SI SISTEME DE ECUATII LINIARE

NI )V Transformarea unei egalitati intr-o egalitate echivalenta. Identitati

* Proprietati ale relatiei de egalitate in multimea numerelor reale

& Ne amintim

Pe multimea numerelor reale am definit: adunarea, scdderea, inmultirea, impdrtirea, ridicarea la putere,
rdddcina pdtrata si proprietdtile acestora. Un rol important in calculele cu numere reale il au relatia de egalitate
.= §i proprietdtile acesteia. Le denumim si definim in tabelele de mai jos.

Egalitatea
Proprietatea Definirea proprietatii
Reflexivitatea Oricarearfiae R,a=a.

Simetria Oricare arfia, b € R, daca a = b, atuncib=a.
Tranzitivitatea Oricarearfia,b,ce R, dacdaa=bsib=catuncia=c.

Egalitatea si adunarea/scaderea

Proprietatea Definirea proprietatii

Adunarea unui numar la o . . .
egalitate Oricarearfia, b,c € R,dacaa=»b,atuncia+c=b +c.
Scaderea unui numar dintr-o . . .
egalitate Oricarearfia, b,c € R,dacaa=>b, atuncia-c=b-c.

Egalitatea si inmultirea/impartirea

Definirea proprietatii

Inmultirea unei egalitati cu un

Impartirea unei egalitatila un
numadr nenul

I Oricarearfia, b,c € R,dacaa=0»b, atuncia-c=b-c.

Oricarearfia,b,c e R,dacda=bsic#0,atuncia:c=b:c

Intr-o egalitate, partea scrisa in stanga semnului =" se numeste membrul stdng sau membrul | al egalitatii,
iar partea scrisa in dreapta semnului,="se numeste membrul drept sau membrul Il al egalitatii.
o)
+ Egalitatile constituie una dintre primele cuceriri matematice ale stiintei. Ele apar in cele mai
,ﬂ; vechi scrieri matematice, de exemplu in texte cuneiforme care dateaza din secolul Il .. siin
P U papirusuri provenind din Egipt din jurul anului 18001.H.
‘rg Semnul egalitdtii folosit astazi (=) a fost propus de ROBERT RECORDE (1510-1558), medic si
= matematician galez, dar a durat destul de mult pdna cand s-a incetdtenit. El a facut aceasta
- propunere intr-un manual de algebra scris sub formad de dialog, intitulat,,Piatra Spiritului”. De
asemenea, in anul 1557 a propus vorbitorilor de limba engleza semnele preexistente plus (+)

siminus (=)

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

1. Daca g, b si ¢ sunt numere reale, atunci:
¢ adunand numarul ¢ in ambii membri ai egalitatiia = b, rezultd caa+c=b+¢;
¢ adunand opusul numarului ¢ in ambii membri ai egalitatiia + ¢ = b + ¢, rezulta ca a = b.
Despre egalitatile a=b sia+ c=b + c spunem ca sunt egalitati echivalente, deoarece se obtin una din cealalta.

N




Transformarea unei egalitati intr-o egalitate echivalenta. Identitati

Notam:

Dacad se aduna sau dacd se scade acelasi numar din fiecare membru

= +c=b+ > : s ) . . < <
ISR ESINE al unei egalitati date, se obtine o egalitate echivalenta cu cea data.

2. Dacd g, b si c sunt numere reale, atunci:
¢ inmultind egalitateaa=bcuc=0,rezultdcaa-c=b-¢
¢ inmultind egalitateaa- c=b - ccuinversul luic, c # 0, rezulta ca a=b.
Prin urmare, pentru c # 0, egalitatile a=b sia- c=b - c sunt egalitati echivalente.

Daca se inmulteste sau daca se imparte fiecare membru al unei
a=b<a-c=b-¢c,cz0 <—>  egalitati date la acelasi numar diferit de 0, se obtine o egalitate
echivalenta cu cea data.

3. Dacad g, b si c sunt numere reale, atunci egalitatile a + b = c sia = c - b sunt echivalente.
intr-adevar, egalitatile a + b = ¢ si a = ¢ - b rezultd una din alta, dupa cum urmeaza:
¢ daca se scade numarul b din fiecare membru al egalitatiia + b =c, rezultd caa=c-b;
¢ daca se aduna numarul b la fiecare membru al egalitatia=c-b,rezultdcaa+b=c.
Prin urmare:

Daca intr-o egalitate data trecem un termen dintr-un membru in
a+b=cesa=c-b <—> altul, cu semn schimbat, se obtine o egalitate echivalenta cu cea
data.

i L~ B )

¢ Pe multimea numerelor reale, relatia de egalitate ,=" este:
> reflexiva - oricare ar fi numarul real g, a=ga;
> simetrica - oricare arfig, b € R, daca a =b, atuncib=a;
> tranzitiva — oricarearfiag, b,c € R,dacda=bsib=c, atuncia=c.
+ Egalitati echivalente
> Doua egalitati sunt egalitati echivalente daca fiecare se obtine din cealalta.
» Pornind de la 0 egalitate, se pot obtine egalitati echivalente cu aceasta prin urmatoarele transformari:
- se aduna sau se scade, din ambii membiri ai egalitatii, acelasi numar real;
- se inmultesc sau se impart ambii membiri ai egalitatii la acelasi numar real nenul.
> Daca cei doi membri ai unei egalitati sunt numere pozitive, atunci se pot obtine egalitati
echivalente si astfel:
- se ridica la puterea n ambii membri ai egalitatii, n fiind numar intreg.
- se extrage radicalul din ambii membri ai egalitatii.

\§

[#* Aplicim cunostintele
N

Demonstreaza echivalenta egalitatilor %x—i= 0,(6)y —5 six=y.

NG

Rezolvare (activitate frontald):

5 . 2 < . < T
Deoarece —=+/5 si 0,(6) = 3’ rezulta succesiv urmatoarele egalitati echivalente:

NG
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| I

—

Determind numerele reale x pentru care 3x2 - 10 =2 — x%
Rezolvare (activitate frontald):

]
<+—>

S 1.adunarea numarului x> in ambii membri ai
o T ; u ului x? i ii i ai
|3X 10+x2=2-o +¥ | egalitatii (se trece termenul x*> din membrul II in

adicé membrul | cu semn schimbat);
4x? - 10 2 ] 3 M
|4x Bry oo 2+10| <«—>» 2.adunarea numarului 10 in ambii membri ai
egalitatii (se trece =10 din membrul I in membrul Il cu

adlca semn schimbat);

4X =12
( | @xd) 4=12.4 |:. <+—>» 3.impartirea la 4 a ambilor membri ai egalitatii (se

imparte fiecare membru al egalitdtii la 4);

de unde

x°=3
C D <«—>» 4.doud numere egale au aceeasi radacind patrata.

G

Rezulta ca [x| =v/3 < x =+/3 sau x =—/3. Deci numerele ciutate sunt /3 si —/3.

+ |dentitati

>

&7 Rezolvim impreuni

in figura de mai jos sunt reprezentate un patrat ABCD, un
patrat colorat cu albastru si un dreptunghi colorat cu rosu, iar

& Ne amintim

dimensiunile sunt exprimate in centimetri. * cum se calculeaza aria unui patrat;
a) Calculeaza aria suprafetei colorate cu verde. ¢ cum se calculeaza aria unui dreptunghi.
b) Calculeaza aria suprafetei colorate cu verde, dacd x = 2 8

siy=4. Arx x B

Rezolvare (activitate frontald): X {
a) Deoarece aria suprafetei ABCD este egald cu AB?>= 8% cm? = 64 cm?, aria
suprafetei colorate cu albastru este egala cu x> cm?, iar aria suprafetei colorate cu
rosu este egald cu (6 - x) - y cm?, rezultd ca aria suprafetei colorate cu verde este

-2+ (6-x)-ylcm2. 6-x
b) Pentru x = 2 si y = 4, aria suprafetei colorate cu verde este egala cu:
-[22+(6-2)-4]=44cm> D — C
y

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Despre 64 - [x*+ (6 — x) - y] se spune cd este o expresie matematicd. Notiunea de expresie matematicd poate
fi descrisd astfel:

Se considera o multime de numere, de regula multimea R a numerelor reale, si literele g, b, c etc., pe care le
numim variabile, nedeterminate sau necunoscute si care pot fi inlocuite cu elemente din multimea numerelor
reale sau din submultimi ale multimii numerelor reale.

* Toate numerele si variabilele sunt expresii.

* Suma, diferenta, produsul si catul a doua expresii sunt, de asemenea, expresii, impartirea cu zero fiind exclusa.

* Modulul, ridicarea la putere si radacina patrata ale unei expresii sunt expresii.

Cu ajutorul notiunii de expresie matematicd se poate defini notiunea de identitate.




s

+ Numim identitate egalitatea
a doua expresii care contin una
sau mai multe variabile, daca,
prin inlocuirea acestora cu ele-
mente din multimea numerelor
reale sau din submultimi de nu-
mere reale precizate, egalitatea
obtinuta este adevarata oricare
ar fiinlocuirea aleasa.

¢ Deoarece identitatea este o
egalitate, doua identitati sunt
identitati echivalente daca fie-
care se obtine una din cealalta.

¢ Dintr-o identitate data se obti-
ne o alta identitate echivalenta
cu aceasta prin transformarile
descrise la egalitati.

Transformarea unei egalitati intr-o egalitate echivalenta. Identitati

Exemple:

1) Egalitatea /x?=|x|, x € R, este o identitate pe R cu variabila x,
deoarece, daca inlocuim pe x cu orice numar real, egalitatile obtinute
sunt adevarate.

2) Egalitatea |xy| = |x| - |y|, x, y € R, este o identitate cu doua variabile,
x siy, deoarece, dacd inlocuim pe x si pe y cu orice numar real, egalitatile
obtinute sunt adevarate.
Analog,a-(b+c)=a-b+a-csia-b+a-c=a-(b+c),cua, b, ceR,
sunt identitdti cu trei variabile.

3) Egalitatea 1+2+3+..+n 1
variabila n. 2
4) Egalitateax- (x—1)=(x*-x) - y,cux, y € R, nu este o identitate, deoarece,
inlocuind variabilele cu numere din R, egalitatea rezultata nu este adeva-
rata pentru orice inlocuire aleasa. De exemplu, daca alegem sa inlocuim pe
X cu 2 sipeycu0, obtinem egalitatea 2 = 0, care nu este adevarata.

5) Egalitateax- (x=1)-y=(x*-x) -y, cux € {0, 1}siy € R, este o identitate,
deoarece, inlocuind variabila x cu oricare dintre numerele 0 sau 1 si
variabila y, cu orice numar real, se obtine egalitatea 0 = 0.

n-(n+1), n e N, este o identitate cu

~

Demonstreaza ca egalitatea 64 -

X+(6-x)-yl=x-(y-x)-2-(3y-32),cux,y € R, este o identitate.

In egalitatea din enunt, aplicand regulile de calcul si proprietatile operatiilor cu numere reale, efectuam
calculele in membrul stang si in membrul drept:

Membrul stang: 64 - [x* + (6 - X) - y] Reguli si proprietati aplicate
1) 64 - (x> + 6y — xy) 1) distributivitatea inmultirii fata de scadere
2) 64 x2— 6y +xy 2) minusul in fata unei paranteze schimba semnele din

3) x>+ xy -6y + 64
4)

Membrul drept: x - (y —x) -
Nxy-x2-(2-3y-2-32)

2) xy — x* - 6y + 64
3)-x*+xy -6y +64

4)

-Xx* + xy - 6y + 64

2-(3y-32)

x> + xy - 6y + 64

paranteza

3) comutativitatea adunarii, cu scopul ordonarii termenilor
sumei (+64) + (—x2) + (-6y) + (+xy) dupa puterile lui x

4) rezultatul calculului membrului stang

Reguli si proprietati aplicate
1) distributivitatea inmultirii fata de scadere
2) efectuarea inmultirilor si minusul in fata unei paranteze
schimba semnele din paranteza
3) comutativitatea adunarii, cu scopul ordonarii termenilor
sumei (+xy) + (-x2) + (-6y) + (+64) dupa puterile lui x
4) rezultatul calculului membrului drept

Rezulta ca, oricare ar fi numerele reale x si y, avem relatiile:

64-[xX>+(6-x)-yl=

-X* + Xy — 6y + 64

Si

X-(y-x -(3y-32)=-x*+xy — 6y + 64.

Avand in vedere ca relatia de egalitate este simetrica si tranzitiva, rezulta:

— [X2

6-x)-yl=

X-(y-x - (3y—32), oricare arfix, y € R.

Prin urmare, egalitatea din enunt este o identitate, deoarece ea este adevarata oricare ar fi numerele reale x si y.
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g Exerseazi, fixeaz si aprofundeaza cunostintele

B Copiaza si completeaza spatiile punctate, astfel incat egalitatile rezultate sa fie echivalente.
a)x=2<x+3=2+...ox+3=..; b)x=-3cx+4=...+4x+4=.;

c)x=§<:>x—%=...<:>x—%=...; d)x= —3\/5 <:>x+\/5_=....

B Copiaza si completeaza spatiile punctate, astfel incat egalitatile rezultate sa fie echivalente.

a)x=-1<3x=...-(-1) .. b)x=%@8-x=8-...c>...; v !

Ax=V24 &2 x=V2-. & ..; d)x=—2\/§<:>\/ﬁ-x=... (—2\/§)c> L';

E) Copiazi si completeaza spatiile punctate, astfel incat egalitatile rezultate sa fie echivalente.

7 21 1
a)7x=21<:>—x=—<:>x=...; b)—x=11T<x=..; Y
w7 3
Q) 5J2-x=10x=...; d) 3V3-x=9ox=....
@) Copiaza si completeaza spatiile punctate, astfel incat egalitatile rezultate s& fie echivalente.
2 2 2
a)x-3=5<x-3+3=...x=..,; b)x+§ =1<:>x+§ ...=1—§<:>x=....

B Se considera numerele nenule g, b, ¢ si d. Copiaza si completeaza spatiile punctate, astfel incat egalitatile
rezultate sa fie echivalente.
a b a b a .. a ..
a)2a=3b —=— < —=..,; b)5a=7be —=—sau—=..,; da-b=cdeo—-—=— —=—.
b a b a c . d ..

0 se consideri propozitia:,Daca §=%, atunci 25x% = 9y2”

a) Arata ca, pentru orice x si y numere reale, propozitia este adevarata.
b) Scrie reciproca acestei propozitii si stabileste dacd aceasta este o propozitie adevdratd sau falsa.

Dacax,y € R, 2x+y#0si X2y =0,25, calculeaza X,

2x+y y
E) Arata c3, pentru orice numar natural n, au loc identitatile:
a) 2N 4 QN 4 Q4 o2 4 g3 — 2n+4; b) on-3.gn+l L on-1.3n 4 Jn-1_ 3n+2_ gn+l — 160 _ @n.
E) Daca x siy sunt numere reale, astfel incat 5x + 3 = 2y, arata ca:
a)5x-2=2y-5; b) 10x? + 6x = 4xy; c) §+0,3=%.

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) h

) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

a)Dacda+b=7,atunci4-a+4-b=>56. A F
b)Daca3-a+3-b=42atunci2-a+2-b=28. A F
c)Dacda-3-b=7sib+2-c=21,atuncia+6-c=70. A F
B2 Uneste, prin siageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4,5 puncte
Daca q, b, c sunt numere reale pozitivesia-b=6,b-c=15,c-a= 10, atunci:
a)a-b-cesteegalcu... 1) 10;
b)a+b+cesteegalcu... 2) 900;
c) a’b’c + ab’c® + a*bc? este egal cu ... 3) 30;
4) 930.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Daca g, b, csunt numererealesia+b=+/18, b+c= -2 sic+a= 34/8, atunci rezultatul calculului

a+b+cesteegal cu |:|

g J




Ecuatii de formaax+ b =0, a, b € R. Multimea solutiilor unei ecuaii. Ecuatii echivalente

LECTIA 2

Ecuatii de formaax+ b =0, a, b € R. Multimea solutiilor unei
ecuatii. Ecuatii echivalente

+ Ecuatia este o egalitate intre doua expresii
care contin una sau mai multe variabile ce
pot fi inlocuite cu elemente din submultimi
precizate ale multimii numerelor reale.

Daca nu se specifica altfel, se considera ca
oricare dintre variabilele ecuatiei poate fi
inlocuita cu numere reale.

+ Variabilele din cele doua expresii se numesc
necunoscutele ecuatiei.

¢ Daca, prin inlocuirea necunoscutelor unei
ecuatii cu elemente din submultimi precizate
ale multimii numerelor reale, egalitatea
rezultata este adevadrata, despre numerele
respective se spune ca determina o solutie
a ecuatiei.

Exemplu de ecuatie: Jx =—l, xeR,yeR,undexsiy
y

sunt necunoscutele ecuatiei.
Inlocuind in ecuatie pe x cu 4 si pe y cu -0,5, egalitatea

1 N A < .
Jx =—— este adevarata. Observand ci 4 e R si-05€R,
y

despre numerele 4 si-0,5 corespunzatoare necunoscutelor
X siy se spune ca determind o solutie a ecuatiei. Solutia se
noteaza prin scrierea numerelor 4 si —0,5 intre doua paran-
teze rotunde, cu respectarea ordinii corespunzatoare
necunoscutelor.

Prin urmare, spunem cd perechea (4; -0,5) este o solutie
a ecuatiei.

N

* A rezolva o ecuatie inseamna a gasi multimea tuturor solutiilor acesteia.
¢ Deoarece ecuatia este o egalitate, doua ecuatii sunt ecuatii echivalente daca se obtin una din cealalta.
Doua ecuatii sunt ecuatii echivalente daca au aceeasi multime de solutii.

&7 Rezolvam impreuni

ExercimiuL 1

Mihaela, Andreea si Mihai au avut de rezolvat urmatoarea problema:

L e o . 1
Determinati numerele reale x care verifica egalitatea — x —3=~/2x—4.

N

Mihaela rezolva si afirma

ca numarul x este 24/2.

Mihai rezolva si afirma ca

numarul x este \/5.

Andreea rezolva si afirma ca V2 este
singurul numar real care verifica
egalitatea din enuntul problemei.

Stabileste cine are dreptate.
Rezolvare (activitate frontald):

L o231

+ Tnlocuim pe x cu 2+/2 si obtinem: +/2

V2.242-4=0

Rezults ca numarul 24/2, gasit de Mihaela, nu verifica egalitatea.

L.\/E_3:_2

+ Tnlocuim pe xcu /2 si obtinem /2

V2\2-4=-2

i
:ﬁ'zﬁ—ﬁﬁ-zﬁ%. _‘;

1
:ﬁ-ﬁ—3=x/§-«/§—4.

Y

Rezulta cd numarul 2, gasit de Mihai, verifica egalitatea.

N . . o1
¢ Observam ca problema poate fi reformulata astfel: S¢ se rezolve ecuatia — x —3 =2x-4, x e R.

NG
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Rezolvarea ecuatiei este urmatoarea:
Deoarece prin trecerea unui numar dintr-un membru in celdlalt se obtine o egalitate echivalenta, rezulta:

1 1
—x-3=2x-4o—x-2x=—-4+3.
5 5 -

Efectuand calculele in fiecare membru, rezulta:

1 2 V2 1 1 Y 3
membrul [: —x—x/zx=—x—\/§x=—x— 2x=(——1)«/§x=——«/§x;

2 J2 2 2 2 .
membrul |l -4 +3=-1,

NG

Rezulta: Lx—3:x/§x—4<:>—7x:—1. v

V2

: . . . . . 2 . <
Inmultim ultima egalitate cu inversul numarului —£ si obtinem egalitatea x=(—1)~(— care, dupa

)

efectuarea calculelor, se scrie x = \/E

. . < 1 . < . .
Prin urmare, ecuatiadatd —x—-3= \/Ex—4, x € R, este echivalenta cu ecuatia x =\/E, x € R, care are solutie

V2

unica numarul /2. Se scrie S={\/5}. De aici rezults ca /2 este singurul numar real care verifica egalitatea
din enunt si, ca urmare, Andreea are dreptate.

ExercimiuL 2

Rezolva ecuatiile:
a) x+/8+4=0, xeR; b)x-(\/§—2\/5)=0,xe]R; c) (\/g—Zﬁ)-x—?::O,xeR.

Rezolvare (activitate frontald):
a) Adunand opusul lui 4 in fiecare membru al egalitatii din enunt, rezulta egalitatea echivalenta x+/8 =—4.

Inmultind fiecare membru al egalitatii X+/8 =—4 cu inversul numarului +/8, rezulta egalitatea echivalenta

—4 4 —48 —4.2.\2 4 . _

x=—=. Deoarece —== /8 = 2 =2, eqalitatea x =— este echivalenti cu egalitatea x =—/2.
8 J8 8 8 J8

Ecuatia datd x+/8 +4 =0, x e R, este echivalenta cu ecuatia x =—/2, x € R, care are solutia —/2. Deci solutia

ecuatiei este S:{—\/E}.
b) Observand cd v8=2v2 si /8-242 =0, rezults ca egalitatea x(\/§—2\/§)=0 este echivalenta cu

egalitatea x - 0 = 0, care este echivalenta cu identitatea 0 = 0. Prin urmare, x(\/§—2\/2_)=0, oricare ar fi nu-
marul real x. Rezulta ca orice numar real x este solutie a ecuatiei date, adica multimea solutiilor ecuatiei este
multimea numerelor reale si scriem S =R.

¢) Observand ca /8 =242 Si J8-242=0, rezults ca egalitatea (\/g—zﬁ)x—3:0 este echivalenta cu

egalitatea x- 0 - 3 =0, adica cu egalitatea -3 = 0, care este falsa. Prin urmare, ecuatia data nu are nicio solutie.
Spunem ca multimea solutiilor ecuatiei date este multimea vida si scriem S = .

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

~

Constatam ca ecuatiile de mai sus sunt ecuatii de forma ax + b =0, x € IR, unde a si b sunt numere reale date:
¢ pentru ecuatia x\/8+4=0, x € R, avem a=+/8 sib=4;
¢ pentru ecuatia x(\/§—2\/5)=o, x € R, avem a=\/§—2\/§ sib=0;

¢ pentru ecuatia (\/g—Z\/E)X—3=0, x e R, avem a=~/8 -22 sib=-3.




Ecuatii de formaax+ b =0, a, b € R. Multimea solutiilor unei ecuatii. Ecuatii echivalente

f i e N )

¢ Daca asi b sunt numere reale date, cu g # 0, ecuatia de forma ax+ b =0, x € R, se numeste ecuatie de
gradul intai cu o necunoscuta.
> Numerele a si b sunt coeficientii ecuatiei (a este coeficientul necunoscutei, iar b este termenul liber).
» Numarul real x este necunoscuta sau variabila ecuatiei.
¢ Rezolvarea ecuatiei ax+ b =0, x € R, unde a si b sunt numere reale date:

olo)
(=)

»dacaa =0, atunciax+b=0ax=-b< x= —9 si S= {—b};
a a

»dacaa=0sib#0,atunciax+ b=0 < 0 =-b, ceea ce este absurd, si rezulta ca ecuatia nu are solutii,
adica S=¢;

»dacaa=0sib=0,atunciax+b=0< 0=0, care este o identitate, si rezulta ca orice numar real x este
solutie a ecuatiei, adica S =R.

-

[#* Aplicim cunostintele

Rezolva ecuatia: x-(x—\/g)—x-(x+2\/§)—\/§=—4\/§x—%.

NE

Rezolvare (activitate frontald):

x-(x—ﬁ)—x-(x+2«/§)—\/§=—4\/§x—%

o x?—x3-x2 —2x\/§—\/_=—4«/§x—£ w—p sedesfiinteaza parantezele si se reduc
\/5\/5 termenii asemenea in fiecare membru
& (=1-2)x3 -3 =-43x-23

o -3x/3-3=-43x-23
se trec termenii care contin necunoscuta
intr-un membru al ecuatiei, iar termenii liberi
& -3x3+4B3x=-23+3 =% (care nu contin necunoscuta), in celalalt
membru al ecuatiei, schimband semnele la
trecerea dintr-un membru in celalalt

< (-3+4)- \/§x =(-2+1)- \/5 = \/§x = —\/§ % se scoate factorul comun
_(_R). +«—» seimparte fiecare membru al ecuatiei la
=X ( \/5) ) (\/5) coeficientul necunoscutei

S={-1} =% se scrie multimea solutiilor ecuatiei

Retine etapele rezolvarii unei ecuatii!

& Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

D Precizeaza care dintre ecuatiile de mai jos au ca solutie numarul real -2.

a)x-3=-5xeR; b)4x+8=0,x € {-1,0, 2}; c) \/5X+2\/5=0,XEN.
) Scrie ecuatia ax + b = 0 pentru:
a)a:1§ib=\/§; b)a=—3§ib:\/§; c)a:§§ib=—5.

E) Scrie trei ecuatii echivalente cu ecuatia 2x + 3 =0, x € R.
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@) Rezolvi in multimea numerelor naturale ecuatiile:

2 4
a)-Xx+6=0; b) 3x-1=0; Q) Sx+5=0 d) V3x-4/3=0.
B Rezolvi in multimea numerelor intregi ecuatiile: (.(;\
4 12
a) -2x+10=0; b) 5x-2=0; Q) ox+=0; d) 3v2x-9vz=0. '3
0 Rezolvi in multimea numerelor irationale ecuatiile:
a) 6+3x=0; b) 3v/2x-+/50 =0; c) 3-/2x=0; d) —§x+%=o.
(=)
Se considera ecuatia5x+a=0,a,x € R.
a) Determina solutia ecuatiei pentrua=-10.  b) Daca x = 3 este solutie a ecuatiei, determina pe a.
€] Determina numarul real m pentru care ecuatia:
a) 4x + m = 8x + 3 are solutia -2; b) 4mx + 5(x — 1) =7x + 1 - 6m are solutia 1.
n Rezolva ecuatiile: a) 6x+3 +2(x—4) =7(x + 2); b) 2(2x+ 1) - 3(3x-5) =4x-19.
) Rezolva ecuatiile: a)-6(x +3)-3Q2-x) =4 -2(4-x); b) V3(x—2)+23(x +1)=+/3(6+ ).
B Rezolva ecuatiile:
a) l_X_+3=ﬂ_1; b) X__'I_11X_4=X_6; c) X_4_3X+1=1_2X.
2 2 10 2 4 3 4
B Rezolva ecuatiile: a) x+/2 + xv/8 + x/32 =4 +16 +4/64;  b) (4—x)/5—2/5(x+2) =+/15.
) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:
a) [2x-1|=5; b) 3)x-1|=6; o x+2/+|x*-4/=0; d)|x+1|-2|=3.
) Rezolvi ecuatiile: a) (1—\/§)x+3(2x—1)—(1—\/§)=2(3x—1); b) 5x—\/§=2(x—1)+2x—2(\/§—1).
BB Rezolva ecuatiile:
a) 12 -|2x- 1| = -9; b) Ix-1]= 243 +1; <) x|«/§—2|—4+\/§=2(1—\/§).
@ Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:
4
2) 2,3 -0,(3)=3,(6)x+12) -~ b) 247 -4\3x+/42 =421(5x-212).
S,
4 )
Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20)
) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) Numarul 0,(3) este solutie a ecuatiei 3x + 1 =0. A F
b) Solutia ecuatiei J5-x+4/125 =+/245 este numarul +/5. A F
¢) Daca /3 este solutie a ecuatiei ax —~/27 =+/147, atunci a este egal cu 10. A F
) Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4,5 puncte
a) Solutia ecuatiei %Jr\/% =45 este ... 1) -0,(2);
b) Ecuatiile 6 - (x+2) = 10 - 3x5i ~+X 1 =0,8(3)-1,5 2)5;
2 4 2
sunt echivalente, deoarece solutia fiecareia este egala cu ... 3)3;
c) Numarul real a pentru care ecuatiax- (2a-1)+a-1=3-(x+a-1), 4)1.
Cu necunoscuta x, are solutia 2 este egal cu ...
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
7
[ Daca x, si x, sunt solutiile ecuatiei |2 - x - 3| - 2 = 5, atunci rezultatul calculului x, + x, este |:|

N\ J
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(NI )V:B Sisteme de ecuatii liniare cu doua necunoscute

&7 Rezolvam impreuni

Rezolva ecuatiile: 6 ..
a)4x+3y=21,xeN,yeN; & Ne amintim
b)4x+3y=21,xeR,yeR. * notiunea de ecuatie;
Rezolvare (activitate frontald): + transformarile prin care dintr-o ecu-
a) Egalitatea 4x + 3y = 21 este echivalentd cu egalitatea 4x=21-3y, | atie se obtine o ecuatie echivalents;
adica cu 4x =3 - (7 - y). Deoarece x este numar natural, rezulta cd 4x | o etapelé rezolvarii unei ecuatii.
este un numadr natural par. Prin urmare, 7 — y este numar natural
par. Rezulta ca y este numar impar, y < 7, adica y este element al multimii {1, 3, 5, 7}.
¢ Daca y = 1, rezultd ecuatia 4x =3 - (7 - 1), x € N, echivalenta cu ecuatia 4x = 18, x € N, care nu are solutii in
multimea numerelor naturale.
¢ Dacay =3, rezultd ecuatia4x =3 - (7 - 3), x € N, echivalenta cu ecuatia 4x =12, x € N, care are solutia 3.
* Dacd y = 5, rezulta ecuatia 4x =3 - (7 - 5), x € N, echivalenta cu ecuatia 4x = 6, x € N, care nu are solutii in
multimea numerelor naturale.
¢ Daca y =7, rezultd ecuatia4x =3 - (7 - 7), x € N, echivalenta cu ecuatia 4x =0, x € N, care are solutia 0.
Egalitatile:y=3,x=3siy=7,x=0conducla perechile ordonate de numere naturale (3, 3) si (0, 7), corespunzatoare
necunoscutelor x si y, singurele perechi de numere naturale pentru care egalitatea 4x+3y=21,x e N,y e N,
este adevarata. Notand cu S multimea solutiilor ecuatiei, rezulta ca S =1{(3, 3), (0, 7)}.
b) Egalitatea 4x + 3y = 21 este echivalenta cu egalitatea 3y = 21 - 4x, din care, prin impadrtirea fiecarui membru

. . . N 21-4x . N . . N .
la 3, se obtine egalitatea echivalenta y = . Prin urmare, in egalitatea din enunt, inlocuind necunoscuta x

21-4m

. “ . “ 21-4m . .
cu orice numar real m si necunoscuta y cu numarul real n= , rezulta eqalitatea 4-m+3- 21,

21-4m
echivalenta cu 21 = 21, care este o identitate. Asadar, 4-m+3-

Notand cu S multimea solutiilor ecuatiei date, rezulta:

- 21-4
Sz{(m,n)lmeRs;in:21 34m} sau S:{(m, 3 mj‘ meR}.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi
N

1. Cele doua ecuatii sunt ecuatii cu doua necunoscute, reprezentate prin literele x si y. O solutie a oricareia
dintre cele doua ecuatii este o pereche ordonata de numere (x, y). Ordinea de scriere a componentelor perechii
corespunde ordinii de scriere a necunoscutelor in ecuatie.

=21, oricare ar fi numarul real m.

2. Perechea de numere (0, 7) este solutie a ecu- (0r7) este solutie, decarece0 e N, 7 e Nsi4-0+3 -7 =21

atiei4x +3y=21,x € N,y € N, deoarece verifica \ 4x+3y=21,xeN,yeN
ecuatia. A A

3. Perechea de numere (7, 0) nu este solu- (7 o) ny este solutie, deoarece 7 € N, 0 € N, dar4 - 7 + 3 - 0 % 21
tie a ecuatiei 4x + 3y =21, x e N,y e N, |

deoarece nu verifica ecuatia.

4x+3y=21,xeN,ye N
A f

4. Perechea de numere (ﬂ, OJ estesolu- 759 21 21
4 (—, 0) este solutie, deocarece — € R,0 e Rsi4- — +3-0=21

tie a ecuatiei 4x + 3y =21, x e R, y € R, 4 4

deoarece verifica ecuatia. | | Ax+3y=21,xeR,yeR

A4
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21 . - 21
Perechea de numere (T 0) nu este solutie a ecuatiei 4x + 3y = 21, x € N, y € N, deoarece x=: nu este

numadr natural.

5. Despre fiecare dintre cele doua ecuatii se spune cd este ecuatie liniara cu doua necunoscute. Cele doua
ecuatii difera doar prin faptul cd necunoscutele sunt din multimi diferite: pentru prima ecuatie x € N si
y € N, iar pentru cea de-a doua ecuatiex € Rsiy € R.

6. Unele probleme practice conduc la doua ecuatii liniare cu doua necunoscute.

Exemplu: Pentru umplerea unuirezervor se folosesc doua robinete, unul de apa

calda si unul de apa rece. Daca robinetul de apa calda este deschis 3 minute si

cel de apa rece este deschis 1 minut, atunci in rezervor vor fi 50 de litri. Daca

robinetul de apa calda este deschis 1 minut si cel de apa rece este deschis

2 minute, atunci in rezervor vor fi 40 de litri. S
Cati litri de apa curg intr-un minut din fiecare robinet? ‘

(1) Rdspundem la intrebare astfel:

- intr-un minut, din robinetul de apa calda curg x litri de apa;

- intr-un minut, din robinetul de apa rece curg y litri de apa.

(2) Cum intr-un minut din robinetul de apa calda curg x litri de ap4, rezulta ca in 3 minute din robinetul de apa
calda curg 3x litri de apa. Deoarece robinetul de apa calda este deschis 3 minute si cel de apa rece, 1 minut,
rezulta ca in rezervor sunt 3x + y litri de apa si 3x + y = 50.

(3) Cum intr-un minut din robinetul de apa rece curg y litri de ap4, rezulta ca in 2 minute din robinetul de apa
rece curg 2y litri de apa. Deoarece robinetul de apa calda este deschis 1 minut si cel de apa rece,
2 minute, rezulta ca in rezervor sunt x + 2y litri de apa si x + 2y = 40.

Prin urmare, pentru rezolvarea problemei si exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor din
enunt, demersurile (1), (2) si (3) au condus la doua ecuatii: 3x + y = 50 si x + 2y = 40. Fiecare dintre cele doua
ecuatii este o ecuatie liniara cu doua necunoscute.

Vom spune ca am obtinut un sistem de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute:

3x+y=50
Xx+2y =40

Sd remarcam ca finalizarea raspunsului la intrebarea pusa presupune identificarea numerelor reale pozitive
x si y care verifica egalitatile anterioare. De exemplu:
¢ daca x=13siy =11, eqgalitatea 3x + y = 50 este adevadratd, deoarece 3 - 13 + 11 = 50, dar egalitatea
X + 2y = 40 nu este verificatd, deoarece 13+ 2 - 11 # 40;
¢ daca x=12siy= 14, ambele egalitati, 3x + y = 50 si x + 2y = 40, sunt adevarate, deoarece:
3-12+14=505i12+2-14=40.
{3x+ y=50

Pentru sistemul de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute :
Xx+2y =40

¢ perechea ordonata de numere reale (12, 14) este numita solutie a sistemului;
+ perechea ordonata de numere reale (13, 11) nu este solutie a sistemului.

: TR w

¢ Orice ecuatie echivalenta cu o ecuatie de forma ax + by = ¢, unde g, b si c sunt numere reale,a=0,b # 0,
iar x si y sunt necunoscute care pot fi inlocuite cu numere din multimi specificate, se numeste ecuatie
liniara cu doua necunoscute.
> Numerele g, b si ¢ sunt coeficientii ecuatiei; a si b sunt coeficientii necunoscutelor, iar numarul ¢
este termenul liber.
* O pereche ordonata de numere reale (x,, y,) este solutie a ecuatiei ax + by = cdaca x=xsiy =y, verifica
ecuatia (adica dacad egalitatea ax,, + by, = c este adevarata).
¢ Arezolva o ecuatie inseamna a gasi multimea solutiilor acesteia.
¢ Doua ecuatii liniare cu doua necunoscute sunt ecuatii echivalente daca au aceeasi multime de solutii.
¢ O pereche de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute se numeste sistem de doua ecuatii liniare
cu doua necunoscute.
N\ J




Sisteme de ecuatii liniare cu doud necunoscute

¢ Un sistem de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute este echivalent cu un sistem de forma:

{cyx+b1y:c1
,undea,b,c,a, b, c sunt numere reale date.

02X+b2y262 1 1 1 2 2" 72
> Numerele reale a,, b,, ¢, a,, b, ¢, sunt coeficientii sistemului; a, b, a,, b, sunt coeficientii
necunoscutelor, iar ¢, si ¢, sunt termenii liberi ai sistemului.

¢ Arezolva un sistem de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute inseamna a gasi solutiile comune

celor doua ecuatii liniare ale sistemului.

¢ Doua sisteme de ecuatii liniare cu doua necunoscute sunt echivalente daca au aceeasi multime de

solutii.

¢ Unsistem de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute poate avea una dintre urmatoarele forme:
» ambele ecuatii sunt de gradul | si nu au aceeasi necunoscuta;
> 0 ecuatie este liniara cu doud necunoscute si cealalta este de gradul |, avand ca necunoscuta una
dintre necunoscutele ecuatiei liniare;

L > ambele ecuatii sunt ecuatii liniare cu doud necunoscute. y

[#* Aplicim cunostintele

Se considera ecuatia cu doud necunoscute: x>+ 3x+ 1 =x- (x-2) -3y + 5.

a) Aratd ca ecuatia este o ecuatie liniara cu doua necunoscute.

b) Determina multimea solutiilor ecuatiei.
Rezolvare (activitate frontald):
a) Deoarece x- (x-2) -3y + 5 =x?-2x - 3y + 5, rezulta ca ecuatia data este echivalenta cu ecuatia:

X2 4+3x+1=x*-2x-3y+5.

Trecem, cu semn schimbat, termenul liber din membrul stang in membrul drept si termenii care contin
necunoscutele, din membrul drept in membrul stang. Rezulta ecuatia x> + 3x - x2 + 2x + 3y =5 - 1, echivalenta
cu ecuatia 5x + 3y = 4, care este o ecuatie liniara cu doua necunoscute.
b) Pornind de la ecuatia 5x + 3y = 4, rezulta succesiv urmatoarele ecuatii echivalente:

4-5x
3y = 4 - SX y =]
= 3
am impdrtit la 3 ambii membri ai
ecuatiei 3y =4 - 5x

5x+3y=4 f—

am trecut cu semn schimbat termenu/ 5x
din membrui stdng in membrul drept

< 1 : . . . . 4-5x < x
Pe scurt, se spune ca din ecuatia 5x + 3y = 4 am scos pe y in functie de x si am obtinut y =T. Rezulta c3,

< s . . - . . < . —5X .
daca notam cu S multimea solutiilor ecuatiei date, aceasta fiind echivalenta cu ecuatia y = , obtinem:
. 4-5x
S={(x,y)xeR siy= 3 }
< 3:-(x=2)+y=5 . < o <
Arata ca sistemul este un sistem de doud ecuatii liniare cu doua necunoscute.
X-(x-2)-4y=3-x-(1-x)

Scrie coeficientii sistemului.
Rezolvare (activitate frontald):
Deoarece nu se specifica altfel, se considera ca oricare dintre necunoscutele x si y poate fi inlocuita in ecuatiile

respective cu numere din multimea numerelor reale. “OX+ X = —X

(1) Ecuatia3 - (x-2)+y=5<3x-6+y=53x+y=5+6<3x+y=11. ——

(2) Ecuatiax- (x-2)-4y=3-x-(1-x) &x*-2x-4y=3-x+ X’ < X =2+ X4y =3+ X
S X2 -2x+x-4y=3+ x> < -x - 4y = 3 (vezi figura alaturata). 5

=X
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Din (1) si (2) rezulta ca sistemul dat este echivalent cu sistemul: {3§+Zy 1;.
Prin urmare, sistemul dat este un sistem de doud ecuatii liniare cu doud necunoscute.
Coeficientii sistemului sunt:

+ coeficientii necunoscutei x sunt 3 si —1;

+ coeficientii necunoscutei y sunt 1 si —4;

+ termenii liberi sunt 11 si 3.

ExeraimiuL 3

\/Ex=4
Se considera sistemul . Demonstreaza ca: n
—3\/5x+y=2

a) perechea de numere reale (2\/5,1 4) este solutie a sistemului;

b) daca perechea de numere reale (x,, y,) este solutie a sistemului, atunci x, = 242 si Y,=14;
V2x=4 i {x=2\/5

—3V2x+y=2" |y=14

Rezolvare (activitate frontald):
a) Inlocuind in ecuatiile sistemului pe x cu 2\2 si pe y cu 14, rezulta:

V2x=2-22=4si —3\/5x+y =-32-24/2 +14=-12+14=2. Prin urmare, deoarece perechea de numere

c) sistemele { sunt sisteme echivalente.

reale (24/2, 14) verifica ecuatiile sistemului, aceasta este solutie a sistemului.
b) Daca perechea de numere reale (x,, y,) este solutie a sistemului, atunci x = xsi y = y, verifica ecuatiile
sistemului. Rezulta:

V2x,=4 (1) si -3V2x,+y,=2 (2)

4 42

Din (1) rezulta ca x, =—_—:2\/5, de unde x =2\/§.
(M 0 \/E > 0

Inlocuind pe x, =242 in (2), rezulta ca —3v2 242 + Yo=2,adica-12+y =2siy =14.

Prin urmare, daca perechea de numere reale (x,, y,) este solutie a sistemului, atunci x, = 232 siy,=14.
c)Notam cu S,, respectiv cu S, multimea solutiilor sistemului (1), respectiv multimea solutiilor sistemului (2). Din a)
si b) rezulta ca perechea de numere reale (24/2,14) este unica solutie a sistemului (1).

Rezulta ca 5 = :(2\/5,14)}. ,

Deoarece muIﬁmea solutiilor sistemului (2) este 5 = {(2 ﬁﬂ 4)}, rezultaca S =5 .Caurmare, cele doud sisteme,

avand aceeasi multime de solutii, sunt sisteme echivalente.

g Exerseazi, fixeaz si aprofundeaza cunostintele

B Se considera ecuatia 2x — 3y = 7. Precizeaza care dintre perechile de numere reale: (5, 1), (2, -1), (4,25, 0,5),
(-4, -5) sunt solutii ale acestei ecuatii.

B Se consideri ecuatia x - y = 7 si perechea de numere (g, b), care este solutie a ecuatiei. Precizeaza cate un
exemplu de numere asi b, stiind ca:
a)a,beNN; b)a, beZ\N; cabeQ\7z; d)a, b e R\Q.

E) stabileste care dintre perechile de numere: (~2,1),(0,4/2),(3,0),(6,—/2),(9,-2+/2) sunt solutii ale
ecuatiei x\/§+3y=\/§.

@) a) Araté ca perechea (m, 7 - 5m) este solutie a ecuatiei 5x +y=7.
b) Arata ca perechea (3 + 2m, m) este solutie a ecuatiei x - 2y = 3.
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B Completeazi spatiile libere, astfel incat fiecare ecuatie din primul sistem de ecuatii s fie echivalenta cu
o ecuatie din al doilea sistem de ecuatii:

2x+3y=21  |.x—-6y=.. —4x+6y=8 |.x+.y=4
a) Si ; b) Si . 7

—x+2y=7 BX+.y=.. 3x—y=-5 X5y =..

v~
v ==
{3 Se considera ecuatia x\/§+y\/§=\/1 5. "f\
a) Daca x =+/5, determina numarul real y. b) Daca y:\/g, determina numarul real x.
c) Daca x = 0, determina numarul real y. d) Dacd y = 0, determina numarul real x. Vv

A se considera ecuatiile: 3x+y =6, -x + 3y =9,5x - 2y = 10 si 2x + 3y = 12.
a) In fiecare dintre ecuatii, exprima necunoscuta y in functie de x si scrie multimea solutiilor ecuatiei.
b) In fiecare dintre ecuatii, exprima necunoscuta x in functie de y si scrie multimea solutiilor ecuatiei.

Model: Pentru ecuatia 2x + 3y = 12, rezulta:
_ZX} sauS= {(X,12;2XJ|XER};

12-2x o {(X’y)
x=1273y si yeR} sauS= (12_3y,yj|yeR )
2 2
E) Verifica daca sistemele urmatoare sunt echivalente:

a) {x:?)ﬁ i {3x+\/§y=16\/§ . b) {—x+y=1 ' \/EX—\/E,V=—\/§

; $iqx
y=7 —2x+3\2y =152 4x+3y=24 §+%:2

12
a)3y=12-2x,y= xeRsiy=

b) 2x=12-3y,x= @ siS= {(x,y)

. o,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

& Dpaca afirmatia este adevirat3, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

a) Perechea de numere intregi (-2, 3) este solutie a ecuatiei 2x+y=1. A F
b) Perechea de numere reale (—/2,2+/2) este solutie a ecuatiei —x + 3y = 742. A F
o : L Ax+y =11
c) Perechea de numere reale (3, —1) este solutie a sistemului de ecuatii . A F
3x+5y=4
(2] Alege litera corespunzatoare raspunsului corect. 4,5 puncte
o L x+3y=7 _ . . . .
a) Se considera sistemul de ecuatii . Daca sistemul admite solutia (-2, 3), atunci numarul @
ax+y=-5 1§/
real a este egal cu:
A.5; B. 4; C.6; D. 3.
3 o : .| x—=3y=a ,
b) Daca perechea (-1, 2) este solutie a sistemului de ecuatii 5 b’ atunci a + b este egal cu:
-2X+y=
A.-3; B.-11; C.171; D. 3.

X=+~2
c) Sistemul de ecuatii { A este echivalent cu sistemul de ecuatii:
y=—2

A {x+1,5y=—0,5\/§_ B {3x—15y=18\/5. C {2x+3y=—\/5 N {«/gx+3\/§y=—2\/€

2x—-10y =52 2x+3y=+2 —x+5y=—6:2 2/5x -5y =410
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
xX+y=-1
Multimea solutiilor sistemului de ecuatii {3 y3 3 este |:|
X+3y=
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Rezolvarea sistemelor de doua ecuatii liniare cu doua
kAl necunoscute. Metoda substitutiei si metoda reducerii

A Ne amintim

N

¢ Unsistem dedouad ecuatii liniare cu doud necunoscute este echivalent cu un sistem de forma: {a1x+b1y— . ,
’ a,x+b,y=c,

undea, b, c,a, b, c,sunt numere reale date.
¢ Sunt posibile urmatoarele situatii:

» ambele ecuatii sunt de gradul | si nu au aceeasi necunoscuta;

» 0 ecuatie este liniara cu doua necunoscute si cealalta este de gradul |, avand ca necunoscuta una dintre
necunoscutele ecuatiei liniare;

» ambele ecuatii sunt liniare cu doua necunoscute.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Un sistem de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute poate avea una dintre urmatoarele forme:

ax=>b ax=b px+qy=r ax+by=c,
sau
cy=d x+dy=e sy=t a,x+b,y=c,
undeaq, b, ¢, d e R, undea, b, ¢, d esip g rsteR, undea,b,c,a,b,c, R,
a#=0,c=0 a#0,c20,d#0sip#0,q#0,s20 a,#0,b,#0,a,#0,b,#0

Observam ca necunoscutele fiecarui sistem au coeficientii numere reale nenule. in caz contrar, primul sistem
nu mai este sistem cu doud necunoscute, iar urmatoarele doua sisteme ori nu mai sunt sisteme cu doua
necunoscute, ori se identificd cu primul sistem. In cazul ultimului sistem, dacad unul dintre coeficientii
necunoscutelor este nul, sistemul se identifica cu unul dintre primele trei sisteme.

Cum rezolvam aceste sisteme?

ax=>b . b d
d este perechea ordonata de numere reale | —, — |.

=

1. Observam cu usurinta ca solutia sistemului {
a c

— X:_

ax=>b

2. Aratam ca sistemul (1) { este echivalent cu sistemul (2) a

cx+dy=e

c-—+dy=e
a

oo

intr-adevar, impartind ambii membri ai ecuatiei ax=bla a =0, rezultd cd x =—. Inlocuind pe x =

Qo

in ecuatia

cx +dy = e, rezultd ecuatia c-—+dy =e. Prin urmare, din sistemul (1) rezulta sistemul (2).
a

Aratam acum ca din sistemul (2) rezulta sistemul (1). Intr-adevar, inmultind cu a # 0 ambii membri ai ecuatiei

b < . N . . b < . ax -
Xx =—, rezulta ecuatia ax = b. Inlocuind pe b cu axin ecuatia c-—+dy =e, rezulta ecuatia c-—+dy =e, adica
a a a

ecuatia cx + dy = e. Prin urmare, din sistemul (2) rezulta sistemul (1).

Deoarece cele doud sisteme se obtin unul din celalalt, rezulta ca acestea sunt sisteme echivalente.
Asadar: daca scoatem o necunoscuta dintr-o ecuatie a unui sistem dat si o inlocuim (substituim) in cealalta
ecuatie a sistemului, obtinem un sistem echivalent cu sistemul dat.

Exemple:
b d
X=— ax+b-—=e
ax=>b a ax+by=e c
{ dve < a) b ; b){ _d < b') d .
xrdy=e c-—+dy=e v y==
a c

Procedeul este cunoscut sub denumirea de metoda substitutiei.
Sistemele a') si b") se rezolva usor, deoarece fiecare ecuatie a sistemului este o ecuatie de gradul I.



Rezolvarea sistemelor de doud ecuatii liniare cu doud necunoscute

&71 Rezolvam impreuns

Se considera sistemul {

~

6x+4y=16
3x+2y=8
a) Demonstreaza ca ecuatiile sistemului au coeficientii proportionali.
b) Demonstreaza ca ecuatiile sistemului sunt echivalente.
c) Rezolva sistemul.
Rezolvare (activitate frontald):
a) Coeficientii ecuatiei 6x + 4y = 16 sunt numerele 6, 4, 16, iar coeficientii ecuatiei 3x + 2y = 8 sunt numerele 3,

6 4 16 . . . - . .
2, 8. Deoarece EZE:?ZZ’ rezultd ca ecuatiile sistemului au coeficientii proportionali.

b) Se observa ca:
- a doua ecuatie a sistemului rezulta din prima ecuatie, impartind la 2 membrii primei ecuatii;
— prima ecuatie a sistemului rezulta din a doua ecuatie, inmultind cu 2 membrii ecuatiei a doua.
Prin urmare, cele doua ecuatii ale sistemului sunt echivalente: 6x + 4y = 16 < 3x + 2y = 8.
c) Daca din ecuatia 3x + 2y = 8 scoatem pe y in functie de x, rezulta ca ecuatia data este echivalenta cu ecuatia

8-3x 8—-3x

y:T. Prin urmare, ecuatiile 6x + 4y =16,3x+2y=8si y= sunt echivalente. Rezolvarea sistemului

6x+4y=16
{ se reduce la rezolvarea uneia dintre ecuatiile echivalente. Cum multimea solutiilor ecuatiei

3x+2y=8

y= 5 X este: S_{(x,y)

care este o multime infinita.

ExerciTiuL 2

15x+10y =12
3x+2y=4

xeR si y_823X} , rezulta ca multimea solutiilor sistemului dat este multimea S,

Se considera sistemul {

a) Demonstreaza ca ecuatiile sistemului au coeficientii necunoscutelor proportionali.
b) Demonstreaza ca coeficientii ecuatiilor sistemului nu sunt proportionali. “
c) Rezolva sistemul.

Rezolvare (activitate frontald):

a) Coeficientii necunoscutelor ecuatiei 15x + 10y = 12 sunt numerele 15 si 10, iar numerele 3 si 2 sunt coefi-

R - 15 10 < x Ly . S
cientii necunoscutelor ecuatiei 3x + 2y = 4. Deoarece ? :7 =5, rezultd ca ecuatiile sistemului au coeficientii

necunoscutelor proportionali.
b) Coeficientii ecuatiei 15x + 10y = 12 sunt numerele 15, 10, 12, iar numerele 3, 2, 4 sunt coeficientii ecuatiei
15 10 12 <« L . Lo . .
3x 4+ 2y =4. Deoarece ?=7 =5 ;«t:: 3, rezultd cd ecuatiile sistemului nu au coeficientii proportionali.
c) Se observa c3, din a doua ecuatie a sistemului, prin inmultire cu 5 rezulta ecuatia echivalenta 15x + 10y = 20.
15x+10y=12 _ [15x+10y=12
Si
15x+10y=20

Prin urmare, sistemele: { sunt sisteme echivalente.

3x+2y=4

Din ultimele doua ecuatii si din tranzitivitatea relatiei de egalitate rezulta ca 12 = 20, ceea ce este fals. Asadar,
sistemul dat nu are solutii, adica multimea solutiilor sistemului este multimea vida, S = .




2 + ECUATII SI SISTEME DE ECUATII LINIARE

ExercimiuL 3

S ders sist le: : 3x+2y=8 . 5 x=2 —
e considera sistemele: (M 2x+5y=1 Si (2) y=1' WO =
. & Qo
Arata ca: .
a) sistemul (1) nu are coeficientii necunoscutelor proportionali;
b) sistemul (1) se obtine din sistemul (2);
c) sistemul (2) se obtine din sistemul (1). v

Rezolvare (activitate frontald):
a) Coeficientii necunoscutelor ecuatiei 3x + 2y = 8 sunt numerele 3 si 2, iar numerele -2 si 5 sunt coeficientii

- 3 2 _— S . S
necunoscutelor ecuatiei -2x + 5y = 1. Deoarece —¢§, rezulta ca ecuatiile sistemului nu au coeficientii ne-

cunoscutelor proportionali.

b) Inmultind cu 3 fiecare membru al ecuatiei x = 2, Adunand ecuatiile 3x = 6 si 2y = 2 membru cu
rezulta ecuatia 3x = 6. iInmultind cu 2 fiecare membru al membru, rezultd ecuatia 3x + 2y = 8.

ecuatiei y = 1, rezulta ecuatia 2y = 2.

Inmultind cu -2 fiecare membru al ecuatiei x = 2, Adunand ecuatiile —2x = —4 si 5y = 5 membru cu
rezultd ecuatia —2x = —4. Tnmultind cu 5 fiecare membru membru, rezultd ecuatia —2x + 5y = 1.

al ecuatiei y = 1, rezulta ecuatia 5y = 5.

X=2
Prin urmare, din sistemul (2) { ] se obtine sistemul (1) {
y:

3x+2y=8
—2x+5y=1

¢) Inmultim prima ecuatie a sistemului (1) cu coeficientul necunoscutei y din ecuatia a doua si a doua ecuatie
a sistemului (1), cu opusul coeficientului necunoscutei y din prima ecuatie, apoi adundm ecuatiile rezultate si
obtinem ecuatia 11x= 22, de unde x = 2. Formal se scrie astfel:
3x+2y=8| -5 15x+10y=40
= = 19%=38=x=2.
—2x+5y=1| - (-2) 4x-10y=-2

Se spune cad ecuatia x =2 se obtine din cele doua ecuatii ale sistemului prin reducerea luiy. Lafel, prin reducerea
lui x din cele doua ecuatii ale sistemului, rezulta ecuatia y = 1, dupd cum urmeaza: inmultim prima ecuatie a
sistemului (1) cu coeficientul necunoscutei x din ecuatia a doua si inmultim a doua ecuatie a sistemului (1) cu

opusul coeficientului necunoscutei x din prima ecuatie, apoi adunam ecuatiile rezultate:
{3x+2y=8 (-2) {—6x—4y=—16 )

= = -19y=-19=>y=1.

—2x+5y=1 -(-3) 6x—-15y=-3

Prin urmare, din sistemul de ecuatii (1) a rezultat sistemul de ecuatii (2). Deoarece sistemul (1) se obtine din
sistemul (2) si sistemul (2) se obtine din sistemul (1), sistemele (1) si (2) sunt sisteme echivalente. Sistemele

fiind echivalente si sistemul (2) avand solutia (2, 1), rezultd ca solutia sistemului (1) este aceeasi. Procedeul
folosit pentru determinarea solutiei sistemului (1) este cunoscut sub denumirea de metoda reducerii.

+ Folosind regulile de transformare a ecuatiilor in ecuatii echivalente, se obtine sistemul echivalent:
ax+b,y=c,
*
a,x+b,y=c,

undea, b, c,a, b, c,sunt numere reale, necunoscutele fiind notate cu x si .
¢ Rezolvarea sistemului (*) se face cu metoda reducerii sau metoda substitutiei sau combinand cele
doua metode.
¢ Notand cu S multimea solutiilor sistemului, rezulta:
» Sare un singur element si sistemul are solutie unica;
> S este o multime infinita si sistemul are o infinitate de solutii;
> Snuare niciun element si sistemul nu are solutie, adica S = &.




Rezolvarea sistemelor de doud ecuatii liniare cu doud necunoscute

4
—X-I—\/g :\/Ex+8
\/5 y

Demonstreaza ca multimea solutiilor sistemului este multimea vida.

2

Y x+y=-10
MR

Transformam ecuatiile sistemului in ecuatii echivalente.
Prin J2, se obtine ecuatia

echivalenta 4x+\/gy=2x+8\/§. Formal se scrie: ix+\/§y=\/§x+8‘(- \/5)<:>4x+\/€y=2x+8\/5.

2

Prin
, din ecuatia 4x+\/gy=2x+8\/5 se obtine ecuatia 4x—2x+\/gy=8\/5, echivalenta cu ecuatia

2x+\/€y:8\/§.

Prin ~J6, se obtine ecuatia:

—J6- ﬁx «/7y—10x/€ care este echivalenta cu ecuatia —2x — fy—mf

2x+\/gy:8\/§
—2X—\/gy:10\/g.

Prin urmare, sistemul dat este echivalent cu sistemul {

0= 8\/§+10\/g, ceea ce demon-
streaza ca

. 3x+y=50 2x+3y=19
Rezolva sistemele: ;

X+2y=40 3x—4y=3 "

Urmarim rezolvarea celor doua sisteme si

Rezolvarea sistemului Rezolvarea sistemului
3x+y=50 Etapele de rezolvare: 2x+3y =19
X+2y=40 3x—-4y=3

) . ) . 2x+3y=19
X+2y=40 1) dintr-o ecuatie a sistemului se scoate -3
A ) y y+19
x=40-2y 0 necunoscutd, in functie de cealalta X =5
= = = 1
3(40-2y) +y =50 3.—3y+ 9_4y=3|.2
120 -6y + y =50 . . . - . 2
2) se inlocuieste in cealalta ecuatie a
120 - 5y =50 . L. . . —9y+57-8y=6 20 |
sistemului si se obtine o ecuatie cu =2
-5y=50-120 k% o x -17y=6-57
B 0 necunoscuta, care se rezolva y
—5y=-70 -17y =-51
. -3y +19
y=14six=40-2y 3) avand valoarea unei necunoscute, y=3si x =Y
=>x=12siy=14 rezulta si valoarea celeilalte
=>x=5siy=3
solutia sistemului este 4) se finalizeaza, precizandu-se solutia solutia sistemului

perechea (12, 14) sistemului este perechea (5, 3)
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Rezolvarea sistemului Rezolvarea sistemului
3x+y=50 Etapele de rezolvare: 2x+3y =19
xX+2y=40 3x—-4y =3

3x+y =501 I.Rec!ucerea wa. . 2x+3y=19|-3

1) se inmulteste prima ecuatie cu
X+2y=40| 3 opusul coeficientului lui x din a doua 3x-4y=3 |2

ecuatie, iar a doua ecuatie se
—3x—y=-50 mrnulte:;:te cu coeﬁcnventul Imem —6x -9y =-57
prima ecuatie; rezultd un nou sistem,

= 6x—-8y=6
3x+6y=120 echivalent cu cel dat 4
—3x-y=-50 ) 2) se adund membru cu membru —6x -9y =-57 )
- 3x+6y =120 ecuatiile noului sistem; rezulta o 6x—-8y=6
5y=70 ecuatie cu necunoscuta y 17y =51
y=14 3) se rezolva ecuatia cu necunoscuta y y=3
3x+y=50| -2 . Refiucerealwy. . 2x+3y=19|4
1) se inmulteste prima ecuatie cu
X+2y=40[1 opusul coeficientului lui y din a doua 3x-4y=3 |3

ecuatie, iar ecuatia a doua se

—6x—2y=-100 inmulteste cu coeficientul lui y din 8x+12y=76
prima ecuatie; rezulta un nou sistem,

X+2y=40 9x-12y=9
4 echivalent cu cel dat 4
—6x-2y=-100 2) se aduna membru cu membru 8x+12y =76
(+) - o Ny (+)
X+2y=40 ecuatiile noului sistem; rezulta 9x—-12y=9
ti t
5= 60 0 ecuatie cu necunoscuta x 17x= 85
x=12 3) se rezolva ecuatia cu necunoscuta x x=5
solutia sistemului este 4) se finalizeaza, precizandu-se solutia solutia sistemului este
perechea (12, 14) sistemului perechea (5, 3)
X—y—-1=4-(x+y+1)-3 x+-By =2
Se considera sistemele: (1) { Y xty+y Si (2) fy .
4x+2y+2=x-3y V2x++J6y =242

Demonstreaza cd sistemul (1) are o infinitate de solutii si scrie multimea solutiilor sistemului.
Demonstreaza ca multimea solutiilor sistemului (2) este multimea vida.

Transformam prima ecuatie a sistemului (1) in ecuatii echivalente:
desfiintand paranteza din membrul drept al ecuatiei, succesiv obtinem:
x-y-1=4-x+y+1)-3x-y-1=4x+4y+4-3
Sx-y-1=4x+4y+1 (3);

prin
si prin in ecuatia (3),
se obtine ecuatia echivalenta -3x — 5y = 2 (4);
prin (4) cu -1, se obtine ecuatia echivalenta 3x + 5y = -2.
Transformam a doua ecuatie a sistemului (1) in ecuatii echivalente:
prin
si prin , din ecuatia
a doua a sistemului (1), se obtine ecuatia echivalenta 4x + 2y - x + 3y = -2, care este echivalenta cu ecuatia
3x+ 5y =-2.



Rezolvarea sistemelor de doud ecuatii liniare cu doud necunoscute

Deoarece fiecare ecuatie a sistemului (1) este echivalenta cu ecuatia 3x + 5y = -2, rezulta ca sistemul (1) are

. . " 3x+2 < x . " . .
o infinitate de solutii. Cum 3x + 5y = -2 < y:—T, rezultd ca multimea solutiilor sistemului este

S ={(x,y)|x eR $iy=—3X5+2}~

Multimea solutiilor sistemului (2) este multimea vida, deoarece

, adica Lzﬁ iar , adica
V2 6
a1 B2
V2 N6 22
& Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele
~
&) Rezolva prin metoda substitutiei urmatoarele sisteme:
xX+2y=3 X+y=5 x+y=4
a) e b) Y= 9 g ;
xX+y=5 x=y=-1 3x-2y=7
d) X+y=0 \ x—4y=-7 ) X+2y+3=0
; e H .
x+\/§y+2(\/§—1)=0 5x-7y=-9 7x+20y+9=0
B} Rezolva prin metoda reducerii sistemele urmatoare:
2x+3y=0 2x—-y=0 -X+y=4
a ; b) ; c) .
—4x+9y =15 5x+2y=-9 5x-y=-16
3x-2y=5 \/Ex—\/gyzz 5x+6y=11
a Se considera sistemele: (1){ ; (2) ;o (3 .
6x—-4y=10 J8x—12y=6 J12x+By =33

a) Stabileste numarul de solutii ale fiecarui sistem, fara a-I rezolva.
b) Rezolva fiecare sistem cu metoda reducerii.
c) Rezolva fiecare sistem cu metoda substitutiei.

) Rezolva sistemele:

S
){x 2+2y=4 b {0,2x+y—3:0 | 6x=5y=0 /?
a ; ; C 13
- =— 2x—4y-2=0 X—y=—
2x/2 +3y =1 y y=1s
&
1 1 =
—lx+ly:0 1, X+y=32 | 4
dJ 5 3 ; e)ix+3 y-2 flox y
2x-3y=7 3x-2y+20=0 3 5
5x+5y=1 -x+5y=1 3x+5y=11
B se considera sistemele: (1) y ; (2) y ; (3) y .
x+y=-1 X—=5y=-1 x—y=-1
a) Demonstreaza ca sistemul (1) nu are solutii reale.
b) Demonstreaza ca sistemul (2) are o infinitate de solutii reale.
c) Demonstreaza ca sistemul (3) are o singura solutie.
. o —-2x+3y=-8 .
{@ Pe multimea numerelor reale se considera sistemul: p , unde p si g sunt numere reale.
px+06y=q

a) Rezolva sistemul pentrup=2sig=1.

b) Demonstreaza cd, daca p = -4 si g = 16, atunci sistemul are o infinitate de solutii.
c) Demonstreaza ca, daca p = —4 si g # —16, atunci sistemul nu are solutii.

d) Rezolva sistemul pentru p # —4 si g — un numar real oarecare.
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Rezolva sistemele:
" {2x—3y=7 ; b {x+yﬁ=2ﬁ ; . {2,1(6)x+0,8(3)y=3.
Bxty=-7 3x+yV2=42 0,(6)x +1,(3)y =2
B} Rezolvi sistemele:

4 7 V332

2l — t——="12
2|x|+5ly|=7 b X Y gl X 7
7|x|+3|y|=10’ i+i:7 ’ Q+—2=6

X X y

Portofoliu

ax+by=c,

, undea,, b, c,a,b,c,eRsia #0,b,20,a,%0,b,#0.

Se considera sistemul { »b,c

a,x+by=c,

Demonstreaza ca, daca sistemul are doua solutii distincte, atunci are o infinitate de solutii.

‘ ®,
-
Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20)
& Dpaca afirmatia este adevirati, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
X+y=5
a) Solutia sistemului de doua ecuatii liniare cu doud necunoscute Y
3x+2y=12
este perechea (x, y) = (2, 3). A F
c . . v ce g < 0:5X—y=21
b) Solutia sistemului de doud ecuatii liniare cu doua necunoscute
0,5x+y=-1
este perechea (x, y) = (20, -11). A F
X—+2y=-3
c) Solutia sistemului de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute \/_y
11x++/8y =45
este perechea (x, y) = (3, 342). A F
B2 Uneste, prin sageti, fiecare sistem de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute aflat in coloana
din stanga cu solutia corespunzatoare aflata in coloana din dreapta. 4,5 puncte
7x—y=-15
a) 1) (2,4
=-3x+y=7
2x+3=3y-5
b) Y 2) (-3v/5,3V2);
3-(x—y)=x+y-12

0 {‘E“ﬁy =9 3) (24/5,-342);

3J5x +4/2y =-39

4) (-2, 1).

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
X+y=-3

Se considera sistemele de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute {3 5 : si, respectiv,
X-2y=+

ax+2y=-1
{ Y . Daca cele doua sisteme sunt echivalente, atunci 2a + b este egal cu |:|

x—by=-1

\§




Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor sau al sistemelor de ecuatii

Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor sau al sistemelor
de ecuatii

LECTIA 5

& Ne amintim

N

* Etapele rezolvarii unei probleme cu ajutorul ecuatiilor:
1) alegerea necunoscutei; 2) obtinerea ecuatiei; 3) rezolvarea ecuatiei;
4) interpretarea rezultatului (formularea raspunsului la cerintele problemei si eventual verificarea raspunsului).

Multe situatii din viata curenta, din stiintele naturii, din tehnologie, din economie sau chiar din matematica
exprimate in limbaj curent se pot traduce in limbaj algebric.

lata un exemplu foarte simplu:,Dacd la 6 se adund de doud ori un numdr natural, se obtine acelasi rezultat ca
atunci cand se scade acest numdr din 15”. Inlocuind numarul natural cu litera x, textul citat, exprimat in limbaj
curent, se traduce in limbaj matematic astfel:,6 + 2x = 15 - x, x € N". A rezultat astfel o ecuatie a cdrei rezolvare
permite determinarea numarului natural.

Un alt exemplu se referd la viata lui Diofant, un celebru matematician grec, care a trait
in secolul al lll-lea i.H. in Alexandria, con-
siderat de multi autori ca fiind pdrintele
algebrei (ramura a matematicii). Nu se
cunosc prea multe date despre viata sa.
Dar intr-o antologie greacd exista un
epitaf in versuri, care exprima in limbaj
obisnuit datele vietii lui Diofant.

Dictionar:

antologie = culegere de lucrari reprezentative, alese din una sau
din mai multe opere ale unui autor sau ale mai multor autori.
epitaf= inscriptie funerard, in versuri sau in prozd, cuprinzand
elogiul defunctului sau o sentintd morald.

&7 Rezolvam impreuni

ProBLEMA 1

a) Observa tabelul alaturat.
Ce scot in evidenta cele doua
coloane ale tabelului?

b) Rezolva ecuatia:

x=£+i+£+5+£+4

6 12 7 2
si determina varsta lui Diofant.

c) Copiaza si completeaza
textul de mai jos cu datele
privitoare la biografia lui
Diofant.

.Diofant a copildrit pdnd la
... ani. S-a insurat la vdrsta de
...ani. Dupd ... ani s-a ndscut
fiul sdu. La nasterea fiului sdu,
Diofant avea vdrsta de ... ani,
iar la moartea fiului avea ... ani.
Diofant a murit la vdrsta de
...ani, iar fiul sdu a murit la
vdarstade...”

Epitaf - in limbajul specific limbii vorbite

Calatorule! Aici odihnesc osemintele
Unui om bun care a trait
O viatd lunga si plina de virtuti.

Copilaria lui a tinut o sesime de viata.

Apoi a mai trdit o doisprezecime

Pana cand s-a insurat cu o femeie
Care nu i-a daruit copii, decat dupa ce
A mai trecut a saptea parte din viata,
Plus inca 5 ani.

lar fiului sau soarta i-a harazit

Sa traiasca doar jumadtate din viata pdrintelui.

In mahnire adancd a murit batranul,
Supravietuind cu patru ani fiului sau.

Calatorule! Stii cati ani am eu
In aceasta zi cand imi sfarsesc viata?
(sursa: internet, Wikipedia, enciclopedie libera)

~

Epitaf - in limbaj algebric

Diofant a trait x ani

x=X+ X1 X5 %44
6 12 7 2
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Rezolvare (activitate frontald):
a) Prima coloand a tabelului pune in evidenta epitaful in limbajul specific limbii vorbite. A doua coloana a
tabelului pune in evidenta epitaful in limbaj algebric. Prin,traducerea” epitafului in limbajul algebric a rezultat

X X X X
ecuatia: x=—+—+—4+5+—+4.

12 7 2
b) Inmultind ambii membri ai unei ecuatii cu un numar nenul, obtinem o ecuatie echivalenta cu ecuatia data.
Pentru eliminarea numitorilor ecuatiei din enunt, vom inmulti ambii membri ai ecuatiei cu cel mai mic multiplu
comun al numerelor 6, 12, 7 si 2, care este 84. Succesiv, obtinem ecuatii echivalente, dupa cum urmeaza:
X X X X

XZE+E+7+5+E+4 & 84x=14x+7x+ 12x+ 420 + 42x + 336 < 84x=75x+ 756 < 9x =756 < x = 84.
Prin urmare, Diofant a trdit 84 de ani.
c) Prin inlocuirea lui x cu 84, a doua coloana a tabelului ne permite sa formulam date privitoare la biografia
lui Diofant:

. e A X e A X X . L[ X .
,Diofant a copilarit pana la (E =j 14 ani. S-a insurat la varsta de (E+E=) 21 de ani. Dupa (7+5=] 17 ani
« « C e . X X X .
s-a nascut fiul sau. La nasterea fiului sau, Diofant avea varsta de (—+—+—+5:j 38 de ani, iar la moartea
. X X X X . . . N .. < .
fiului avea (E+E+—+5+—=j 80 de ani. Diofant a murit la varsta de (x =) 84 de ani, iar fiul sau a murit la

varsta de (% :j 42 de ani’”

Observatie: Rezolvarea punctului c) inseamnd comunicarea si verificarea rezultatului obtinut, inclusiv prin
interpretarea unor rezultate partiale conform datelor din enunt, formulat in limbajul vorbirii curente.

La o uzina metalurgica, prin topire se amesteca
20 de tone de otel cu 5 tone de fonta. Otelul are un
continut de 0,5% carbon, iar continutul in carbon al
fontei este de 5%. Ce procent de carbon are
amestecul?

Fig. 1
(topirea metalelor)

B

Pentru a evita inghetarea apei in blocul motor, in
sistemul de rdcire al automobilului se amesteca
apa cu un lichid numit antigel, cu densitatea de
113,5 grame pe litru. Daca amestecul are 102,7 grame
pe litru, atunci se evita inghetul pana la -10°C. Apa
avand densitatea de 100 de grame pe litru, cati litri
de apa si cati litri de antigel sunt necesari pentru
a obtine 100 de litri de amestec, necesar pentru a
evita inghetarea blocului motor la temperatura
de-10°C?

e )

\_ J
Fig.2
(sistemul pentru rdcirea motorului automobilului)




Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor sau al sistemelor de ecuatii

Problema 1 Etapele de rezolvare: Problema 2

Procentul de carbon al 1) alegerea necunoscutei/ Sunt necesari:
amestecului este x%. « necunoscutelor - xlitri de antigel;
y litri de apa.
Amestecul are 2) obtinerea ecuatiei/ Amestecul are
20 + 5=25tone. sistemului de ecuatii x +y =100 litri.
Cantitatea de carbon din 100 litri de amestec cu densi-
amestec este de tatea de 102,7 grame pe litru au
25-x masa egala cu
tone.
100-102,7 =10270 grame.
Cele 20 tone de otel contin x litri de antigel cu densitatea de
20.-0,5 tone de carbon. 1 13,? grame pe litru au masa
egala cu
Cele 5 tone de fonta contin - - x-113,5 grame.

y litri de apa cu densitatea de

5.5
—— tone de carbon. : -
100 grame pe litru au masa egala

Rezulta ecuatia: cu
20~0,5+5~5_25'x y - 100 grame.
100 100 100 ° Rezulta ecuatia:
113,5x + 100y = 10270
si sistemul:
x+y=100
113,5x +100y =10270"
x=1,4 3) rezolvarea ecuatiei/ x =20
« sistemului de ecuatii - {
’ y =80
Procentul de carbon al 4) formularea raspunsului Sunt necesari 20 de litri de
amestecului este de 1,4%. +« la cerintele problemei — antigel si 80 de litri de apa

pentru a obtine amestecul cerut.

g Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) La un concurs de matematica s-au propus spre rezolvare 20 de probleme. Pentru fiecare problema
rezolvata corect s-au acordat 10 puncte, iar pentru fiecare problema nerezolvata sau partial rezolvata s-au
scazut 6 puncte. Un elev a obtinut 72 de puncte. Cate probleme a rezolvat corect elevul?

. < < “ 1 “ A < A < iy x
B Dintr-o bucati de stofa s-a tiat o daté 3’ iar alta data, 2 din rest. Masurand noul rest, s-a gasit ca acesta
are 30 de metri. Ce lungime a avut bucata de stofa? —

E) Untren lung de 185 de metri trece printr-un tunel lung de 265 de metri, cu viteza de 50 km/h.

~— e e e e —
—— ——— —

185 m 265 m 185 m

a) Care este distanta parcursa de ultimul vagon de la intrarea locomotivei in tunel si pana la iesirea din
tunel a ultimului vagon?
b) Cate secunde a durat trecerea trenului prin tunel?




2 + ECUATII SI SISTEME DE ECUATII LINIARE

@) Raportul adoud numere este T Daca din suma celor doua numere se scade 100, se obtine 460. Determina

numerele.

B} Determina doua numere, stiind c&, impartind pe unul dintre acestea la celilalt, se obtin catul 7 si restul 14,
iar suma dintre deimpartit, impartitor, cat si rest este 331.

@ un robinet umple un bazin in 20 de minute. Alt robinet umple acelasi bazin in 30 de minute. Ambele
robinete sunt deschise 4 minute si in bazin se strang 200 de litri de apa. Calculeaza capacitatea bazinului.

Mihai, Mihaela si Andreea cumpara creioane si pixuri de la o librarie. Pentru 15 creioane si 6 pixuri, Mihaela
plateste 36 de lei. Pentru doua creioane si 4 pixuri, Mihai plateste 16 lei. Cat plateste Andreea pentru 5 creioane
si doua pixuri?

B intr-un atelier, prin planul zilnic pe muncitor se intelege numérul de piese pe care un muncitor trebuie s3
le lucreze in fiecare zi, iar prin planul zilnic al atelierului se intelege numarul total de piese pe care muncitorii
atelierului trebuie sa le lucreze zilnic. Muncitorii atelierului, lucrand fiecare cate 24 de piese pe zi, depdsesc cu
20% planul zilnic pe muncitor. Daca numarul muncitorilor ar creste de 1,4 ori si flecare muncitor ar depasi
planul zilnic pe muncitor cu 5 piese, atunci planul zilnic al atelierului ar fi mai mare cu 2400 de piese.
Cati muncitori are atelierul si care este planul zilnic pe muncitor?

E) Suma a trei numere este 460. Primul numér este 25% din al
doilea, iar al treilea este 75% din primul numar. Determina numerele.

) Pentru extinderea unei plantatii de pomi fructiferi, s-au
cumpdrat ciresi si visini, platindu-se pentru un cires 10 lei, iar pentru
un visin, 6 lei. Stiind ca pomii au costat 252 de lei si ca au fost
cumparati mai multi ciresi decat visini, calculeaza numarul maxim
de pomi care se pot planta.

: ®,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. Iin caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) Suma a doud numere reale este 9+/3. Dac diferenta celor doua numere este 53,

atunci cel mai mic dintre numere este 4+/3. A F
b) Daca diferenta dintre un numar real x si produsul acestuia cu -10 este egald cu 1 W2,

atunci x este egal cu V2. A F
c) Raportul a doua numere reale este 0,(3). Daca suma celor doua numere este 24ﬁ,

atunci cel mai mare dintre numere este 20~/7. A F

(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat

in coloana din dreapta. 4,5 puncte
Ramona are 12 ani. Peste trei ani, suma varstei Ramonei si a mamei sale este egala cu 58 de ani.
a) Varsta actuala a mamei Ramonei este de ... 1) 2 ani;
b) Varsta Ramonei a reprezentat o cincime din varsta mamei sale in urmacu ... 2) 42 de ani;
c) Varsta mamei va fi de trei ori mai mare decat varsta Ramonei peste ... 3) 40 de ani;
4) 5 ani.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

intr-o clasa, daca se asaza cate doi elevi intr-o banca, raman cinci elevi in picioare, iar, daca de asaza
cate trei elevi intr-o banca, raman doua banci libere. Numarul bancilor din aceasta clasa este egal cu

]

\§ J




EVALUARE: ECUATII SI SISTEME DE ECUATII LINIARE

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Se considerd egalitatea a = b. Scrie egalitatea echivalenta cu aceasta obtinuta astfel:
adunand 17 la ambii membri ai egalitatii; scazand 50 din ambii membri ai egalitatii;
dubland membrii egalitatii; micsorand de 10 ori membrii egalitatii.
Se considera egalitatea a = b si se stie ca cei doi membiri ai egalitatii sunt numere pozitive.
Scrie egalitatea echivalenta cu aceasta obtinuta ridicand la puterea n ambii membri ai egalitatii, pentru
n =3, respectivn =-2.
Scrie egalitatea echivalenta cu aceasta obtinuta prin extragerea radicalului din ambii membri ai egalitatii.

Daca 2a + 4b = 18, calculeaza: a+2b; 3a + 6b; 5a+ 10b + 55.
Scrie un exemplu de patru numere reale a, b, ¢, d, distincte doua cate doua, astfel incat:
a+b=c+d; a-b=c-d.

Determind numerele rationale a si b, stiind ca: 207 +b-3=b/7 +a.

Stabileste care dintre elementele multimii A = {\/5 1,2, —\/5} este solutie a ecuatiei 3x—/12 = x—4/3.

Arata ca numarul real 1-+/3 este solutie a ecuatiei 1—x =3.
Determina numarul real m pentru care ecuatia (m + 1) - x — 6 = 0 are solutia 0,(6).

Rezolvaecuatiile: 2x—\/§:\/ﬁ; 0,5-(3x+\/§)=x—\/§; \/§x—2=4; 5-(x—\/§)=2-(2x+«/§).
Determina x € N pentru care |x - 2| = 3. Determinad x € Q pentru care (x—3)-(2x++/5)=0.

Determina x € R pentru care V3 x++27 =3x+3.

Rezolva ecuatia 3x—34/3=64/3.
Determinda m € R, stiind ca x = V2 +1 este solutie a ecuatiei mx—22 =2.
Rezolva prin metoda substitutiei sistemele:

3x-y=2 2|xl+3Jy|=5
4x+2y=1" 4lx|+5]y|=9’

34_3:5

E
Xy
Rezolva prin metoda reducerii sistemele:
{5x—y=6 . {10x—7y=—18_ {2-(2X+3y)+x=9+2y

4x+3y="1 —4x+5y=16 Xx-3y+8=3-Bx—-y)
. e . x=11y=-3 x+2,2y=10,2

Rezolva sistemele si justifica echivalenta acestora: ; .

5x+11y =51 0,(3)x—3,(6)y =—1
I L XY= ,
Se considera sistemul de ecuatii , unde a este un numar real.
X—-y=a
Daca a = 3, determina solutia sistemului. Daca x si y sunt numere pozitive, arata ca-1<a<1.

Raportul a doua numere este 0,(6). Dacd la suma lor se adauga 30, se obtine 120. Calculeaza numerele.

Un robinet umple un bazin in 30 de minute, iar un alt robinet umple acelasi bazin in 20 de minute. Daca ambele
robinete sunt deschise 4 minute, atunci in bazin se acumuleaza 300 /¢ de apa. Calculeaza capacitatea bazinului.

Mihai a cheltuit o suma de bani astfel: o cincime din total in prima zi, o patrime din rest a doua zi, o treime
din noul rest a treia zi si constata ca mai are 400 de lei. Calculeaza ce sumd de bani a avut Mihai.

Dupa doua reduceri succesive de pret, una de 15% si alta de 12%, pretul unui obiect este de 1122 de lei.
Determina pretul initial al obiectului.

La un concurs, candidatii au avut de raspuns la 10 intrebdri. Pentru fiecare raspuns corect s-au acordat
10 puncte, iar pentru fiecare raspuns gresit s-au scazut doua puncte. Determina cate raspunsuri corecte a dat
un candidat care a obtinut 52 de puncte.




2 + ECUATII SI SISTEME DE ECUATII LINIARE

2. TEST DE EVALUARE Timp de lucru: 50 de minute.

Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.
Solutia ecuatiei ~/3(x +1)—v27(x=1)=0 este ... .
Dacd x = /2 +1 este solutie a ecuatieimx-5= 52, atunci m este egalcu....

Suma solutiilor ecuatiei (X +~/75)-(x=~/3)=0 esteegald cu ... .

Daca %a—i=0,(3)b—\/§, atunci diferentaa-besteegaldcu ....

3

Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.

A B
O solutie a ecuatiei 2x +y = 4 este ... J2;

x=2y=1
Solutia sistemului 4 este ... -J2:

5x-2y=21 '
Solutia ecuatiei (1=+2)-x =42 -2 este ... (3,2);
Pentrum = 2\/5, solutia ecuatiei 2x + m =0 este ... (1, 2);

(5, 2).

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

Numérul natural ab care verifica egalitatile ab+ba=88 Si ab+a=18 este:

71; 26; 62; 17.
N a-x—3-y=-1 : . .
@ Daca sistemul admite solutia (2, 1), atunci 5a - b este egal cu:
/6] 2-x+b-y=9
4 3; 0.

9
2\/g-x+\/§-y=17

Solutia sistemului { este perechea de numere:

\/g X — \/g . y =] 1
(/5./6); (6,4/5); (V2,45); (3,45).
Daca perechea (2, -1) este solutie a ecuatiei 3x — ay = 11, atunci numarul a este egal cu:
-7, 5; =5; 7.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
Precizeaza daca urmatoarele ecuatii sunt echivalente si justifica raspunsul dat:
J10-x-542=0si3- (2x-7) =6x-21;
7-Bx+7)=2-(1-4x)si25- (x+2)=4x+3;
X+5y=21si4-x+y)=3-(x+7)-y.

Pentru vizionarea unui spectacol, Alexandra cumpara sase bilete pentru adulti si patru bilete
pentru copii, platind in total suma de 720 de lei. Pretul unui bilet pentru copii reprezinta 75% din
pretul unui bilet pentru adulti.
Este posibil ca pretul unui bilet pentru copii sa fie de 25 de lei? Justifica rdspunsul dat.
Determind pretul unui bilet pentru adulti si pretul unui bilet pentru copii.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul | 11 | 12 | 13 | 14 | I | 02 | 03 | 04 [ WA w2 | m3 | 4 | Va | Vb | IVc | Va | Vb
Punctajul
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numere reale

L3. Reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe ortogonale

L4. Distanta dintre doud puncte din plan

L5. Reprezentarea si interpretarea unor dependente functionale prin
tabele, diagrame si grafice. Poligonul frecventelor

Evaluare: Elemente de organizare a datelor
1. Probleme recapitulative
2. Test de evaluare




3 ¢ ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR

UNITATEA: ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR

(NI ) V- Produsul cartezian a doua multimi nevide

+ notiunile de multime, cardinal, multime vida, element al unei multimi, relatia de apartenenta;

+ relatiile dintre doua multimi (relatia de incluziune si relatia de egalitate);

¢ reprezentarea unei multimi prin: enumerarea elementelor, diagrame Venn-Euler, o proprietate caracteristica
elementelor;

¢ operatiile cu multimi: reuniunea, intersectia, diferenta.

&7| Rezolvam impreuni

N

R

Pentru tinerea evidentei unor documente,
cum ar fi certificate de nastere, carti de identitate HUU MANIE m&m ROMANIA
si altele, acestora li se atribuie o serie si un numadr. CARTE DE IDENTITATE IDENTITY
’ A . . . N oiBENTITE serIa A3 HR 59362

a) Copiaza in caietul tau si completeaza e
seria sinumdrul cartii de identitate din dreapta. pestog oo i

b) Pentru scrierea seriilor unui lot de carti PronumalPrenom/First MW, .
de identitate se folosesc toate literele din CathtaniaNationnlive/Malionaity [ SewSeserSex
multimea {A, B} si toate numerele din multimea Lo natereLinu da nalssance Piace of birts y
{1, 2, 3}. Stiind ca primul element al seriei este DomiciliuAdressaAddom 2! |
o litera, iar al doilea element este o cifra, scrie e é
toate seriile cartilor de identitate din lot si () Emisd doiDebree parisued by < ValabaitateVal e Validity
determina numarul lor. . J

c) Pentru un al doilea lot de carti de identitate se folosesc aceleasi litere si aceleasi cifre, dar primul element
al seriei este o cifra si al doilea element este o litera. Scrie toate seriile cartilor de identitate din lotul al doilea si
determina numarul lor.

Rezolvare (activitate individuald):

a) Seria: A3; numarul: 59362.

b) A1, A2, A3, B1, B2, B3, deci numarul cartilor de identitate este egal cu 6.
c) 1A, 1B, 2A, 2B, 3A, 3B, deci numarul cartilor de identitate este egal cu 6.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Seria unei carti de identitate este o pereche ordonatd: A
¢ Lapunctul b), perechea ordonata este formata dintr-un element al multimii {A, B} si un element al multimii
{1, 2, 3}, iar perechile ordonate sunt: (4, 1), (A, 2), (A, 3), (B, 1), (B, 2), (B, 3).

Daca notam multimile {A, B} si {1, 2, 3} cu M si N, despre perechile de mai sus spunem ca sunt elementele
produsului cartezian al multimilor M si N, pe care il notam M x .
¢ La punctul c), perechea ordonata este formata dintr-un element al multimii {1, 2, 3} si un element al
multimii {A, B}, iar perechile ordonate sunt: (1, A), (1, B), (2, A), (2, B), (3, A), (3, B).

Despre aceste perechi spunem ca sunt elementele produsului cartezian al multimilor N si M, pe care il
notam N x M.

Exemplu:
Pentru multimile V = {A, B} si N = {1, 2, 3}, rezulta:
MxN={A1),(A2),(A3),B1),(B,2),(B3)}siNxM={1,A),(1,B),(2,A),2B), (3, A), 3, B
Produsul cartezian M x N este diferit de produsul cartezian N x M si notam M x N = N x M.
Deoarece multimea M are doua elemente (card M = 2) si multimea N are trei elemente (card N = 3),
multimea M x N'va avea 2 - 3 = 6 elemente (perechi). Analog, multimea N x M are 3 - 2 = 6 elemente (perechi).
Rezulta ca M x Nsi N x M au acelasi numar de elemente si notam card(M x N) = card(N x M).



Produsul cartezian a doud multimi nevide

f g e N )

¢ Fiind date doua multimi nevide, M si N, multimea ale carei elemente sunt perechi ordonate de forma
(x,¥), cu x din multimea M si y din multimea N, se numeste produsul cartezian al multimilor M si N.

¢ Produsul cartezian al multimilor M si N se noteaza cuM x NsiM x N={(x,y) | x e Msiy € N}.

¢ Multimile M x N si N x M sunt, in general, diferite: M x N= N x M.

¢ Multimile M x N si N x M au acelasi numar de elemente: card(M x N) = card(N x M).

¢ card(M x N) =card M- card N.

e
o]

N\ J
. Denumirea ,cartezian” provine de la numele latin (Cartesius) al lui René Descartes (1596-1650),
G matematician si filozof francez, considerat primul reprezentant al matematicilor moderne.
@ Y Aintrodus utilizarea numerelor negative, a studiat numerele perfecte si a descoperit anumite
'E proprietdti ale acestora. De asemenea, a elaborat metoda de determinare a rdddcinilor intregi ale

unei ecuatii. Descartes este primul matematician care a introdus utilizarea calculului algebric pentru
V)- studiul proprietdtilor geometrice ale figurilor, ceea ce a condus la aparitia geometriei analitice.

[#* Aplicim cunostintele
N

Fie multimile M={-1,0, 1, 2} si N = {x, y}.
a) Copiaza si completeaza cu M x N sau cu N x M astfel incat afirmatiile rezultate sa fie adevdrate:

0,x) ... y,-1e... (y,0) e ... (2,y) e
-1,x) ... (y,0) & ... 2,x) ¢ ... (0,x) ¢

b) Scrie elementele produsului cartezian M x N.
c) Scrie elementele produsului cartezian N x M.
Rezolvare (activitate individuald):
a) Perechea ordonata (a, b) este element al multimii M x N daca si numai daca a € M si b € N. Perechea
ordonata (g, b) este element al multimii N x M daca si numaidacaa € Nsib e M.
Deoarece 0 € Msix € N, rezulta ca (0, x) e M x Nsi (0, x) ¢ N x M etc.
b) Elementele produsului cartezian M x N sunt: (-1, x), (=1, y), (0, x), (0, y), (1, x), (1, ¥), (2, x), (2, ).
c) Elementele produsului cartezian N x M sunt: (x, =1), (x, 0), (x, 1), (x, 2), (v, =1), (v, 0), (v, 1), (v, 2).

ExerciTiuL 2

Determina trei numere reale x, y si z, cu x < y < z, stiind cd multimile A x B si B x A sunt egale, unde

- {—\/5,\/5,3}, iar B={x,y, z}.

Rezolvare (activitate pe grupe):

(—ﬁ,x) € AxB.Dar A x B =B xA. Rezults ci (—ﬁ,x) € B x A, deci x € A. Prin urmare, x € {—ﬁ,ﬁ,a}.

Analog, aratdcay e {—\/5,\/5,3} size {—\/5,\/5,3}.
Deoarece x <y <z rezulta ca x = -3, y= V2, z=3.

Reciproc, pentru x = 3, y= V2, z=3, multimile A si B sunt egale si atunci este evident ca A x B=B x A.




3 ¢ ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

Se dau multimile A=1{-1, 0, 2} si B ={-2, 1}. Determina elementele multimilor: A x A, A x B, Bx A, B x B.

Se dau multimile A ={1, 2, 3} si B = {4, 5}. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:

a)(1,5) e AxB; b) (2,2) e Bx A; c)(2,5) e AxB;

d)(1,1) e AxA; e)(3,5) e AxB; f)(4,4) e BxB.

Determina x si y, astfel incat:

a) (x,3)=(,y); b) (x,y)=(-2,1); ) (x=3,y+1)=(5,3); d) (2x+1,3)=(5,3-2y).

Se dau multimile A=1{-1,0, 1, 2, 3} si B=1{-3, -2, 0, 3}. Determina:

a) x, astfelincat (2,x) e AxB;  b) x,astfelincat(-3,x) e BxA;  ¢) x> 0, astfel incat (-2, x) € Bx A.
StindcdA={-1,1}siB={xeZ’
Fie multimile A ={1, 3} si B={q, b}. Calculeaza: A x A, Ax B,Bx A, B xB.

Se considera multimile A = {3, 4, 5} si B ={a, b}. Pentru deschiderea unui seif, se formeaza parole.

a) Cu elementele multimii A se formeaza o parola din doua cifre. Cate parole se pot forma? Scrie-le pe toate.
b) Cu elementele multimii B se formeaza o parola din doua litere. Cate parole se pot forma? Scrie-le pe toate.

c) Se formeaza parole de forma mnpg, unde m si n sunt elemente ale multimii A, iar p si g sunt elemente
ale multimii B. Scrie trei parole de forma mnpgq. Cate parole de forma mnpq sunt?

n Un instructor antreneaza 4 baieti, b,, b,, b3, b, si3fete, f,f, f3. Pentru un concurs de ‘! ,‘! .I '
-
4L »r

x| < 2}, scrie elementele multimilor: B,Ax A,Ax B,Bx A, B xB.

PO O O

dans, antrenorul selecteaza o pereche baiat-fata.
a) Cate posibilitati de selectie are antrenorul?
b) Calculeazd AxA,AxB,BxA,BxB,undeB={b,b, b, b}siA={f,f, 1}

E) Mihaiare 5 caiete cu coperti albastre, a,a, ... d,sill caiete cu copertirosii, r,r, ...,
r,,, aranjate pe un raft. El alege la intamplare doua caiete. Cate posibilitati are sa aleaga:
a) doua caiete albastre;
b) doua caiete rosii;
) primul caiet albastru si al doilea rosu?

) Se considerd multimea A = {—ﬁ,ﬁ,2,4}. Determina multimea B, stiind ca A x B=B x A.

) Se considera doua multimi nevide, A si B. Demonstreaza cd, dacd A x B=B x A, atunci A =B.

_ ®,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

© Dpaca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
Se considera multimile A={-1, 1} si B=1{2, 3, 5}.

a)(-1,5) e AxB. A F

b)(3,1) e AxB. A F

c)(2,1) ¢ BxA. A E
B2 Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4,5 puncte

Se considera doua multimi, A si B.

a) Daca card A =3 si card(A x B) =9, atunci card B este egal cu ... 1,

b) Daca card A =5 si card B =4, atunci card(A x B) este egal cu ... 2)3;

c) Daca card(A x B) = 23 si card B = 23, atunci card A este egal cu ... 3) 20;

4) 23.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Fie A si B doua multimi nevide. Produsul cartezian A x B este egal cu produsul cartezian B x A daca si

\numai daca |:|

J




Reprezentarea intr-un sistem de axe ortogonale a unor perechi de numere reale

Reprezentarea intr-un sistem de axe ortogonale a unor perechi de
LECTIA 2
: numere reale

%A Ne amintim

N

¢ notiunea de axa a numerelor; ¢ reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor.

¥ Observim si descoperim cunostinte noi

Pentru a reprezenta o pereche ordonata de numere reale (x, y),
procedam astfel:

Cum reprezentam o

+ consideram in plan un sistem format din doua axe perpendiculare: pereche ordonata
0 axa orizontala, numita abscisa, si 0 axa verticala, numita ordonat; de numere reale (x, y)?
¢ notam cu O punctul de intersectie a axelor si fixdm o unitate de —_—

masura; A
¢ numarul x va fi reprezentat pe axa orizontala prin punctul P, iar
numarul y va fi reprezentat pe axa verticala prin punctul P,;
¢ perpendiculara in P, pe axa orizontala se intersecteaza cu perpen- > P(x,y)
dicularain P, pe axa verticala in punctul P. £ I S P o

Se spune despre punctul P ca este reprezentarea in plan sau
reprezentarea geometrica in plan, intr-un sistem de axe ortogonale, 0 P,
a perechii ordonate de numere reale (x, y). Despre perechea de numere
reale (x, y) se spune ca reprezinta coordonatele punctului P.

Y

Exemplu: Pentru a reprezenta perechea de numere reale (-1, 2), desenam
in plan cele doua axe perpendiculare, Ox si Oy, si fixdm unitatea de
masura (um). Reprezentam pe axa Ox numarul =1 prin punctul P, iar pe M(-1,2) Q|2
axa Oy reprezentam numarul 2 prin punctul Q. Perpendiculara in Ppe axa :
orizontala se intersecteaza cu perpendiculara in Q pe axa verticala in :
punctul M. :
Se spune despre punctul M ca este reprezentarea in plan, intr-un sistem P!
de axe ortogonale, a perechii ordonate de numere reale (-1, 2). Despre _'1 0 o
perechea de numere reale (-1, 2) se spune ca reprezinta coordonatele uin
punctului M. Notam M(-1, 2) si citim ,punctul M de coordonate -1 si 2" ——
Abscisa punctului M este numarul —1. Ordonata punctului M este numarul 2.

g L e N )
¢ Doua drepte perpendiculare (ortogonale), notate cu Ox, respectiv cu Oy, constituie un sistem sau un
reper de coordonate ortogonale in plan, daca se fixeaza o unitate de masura si cate un sens pozitiv pe
fiecare dreapta.
» Punctul O se numeste originea sistemului de coordonate. A
» Axa orizontala Ox se numeste axa absciselor, iar axa verticala Oy se numeste
axa ordonatelor. S S
» Sistemul de coordonate se noteaza cu xOy.
¢ O pereche de numere reale (x, y) reprezentate in plan intr-un sistem de
coordonate ortogonale determina un punct A. 0
» Cele doua numere, x si y, sunt numite coordonatele punctului A.
> Primul numadr, x, se numeste abscisa punctului A, iar al doilea numar, y, se numeste ordonata
punctului A.
> Se scrie A(x, y) si se citeste ,punctul A de coordonate x si y".

Y

v

S [T

g J




3 ¢ ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR

[#* Aplicim cunostintele
| Ercrcu 1 A
Se considera ecuatia 23x —y\/§ =V12,x€{0,1,2}, yeR.

a) Rezolva ecuatia.
b) Reprezinta intr-un sistem de axe ortogonale multimea solutiilor ecuatiei.

Rezolvare (activitate frontald): Ay
a) 23x-y3=12|:3 & 2x-y=2y=2x-2. 2,2)
2 B *

Prin urmare, ecuatia din enunt este echivalenta cu ecuatia:
y=2x-2,x€{0,1,2},ye R.

Deoarece x € {0, 1, 2}, rezulta ca multimea solutiilor ecuatiei este:
5={(0,-2),(1,0), (2, 2)}.

b) De la punctul precedent rezulta ca avem de reprezentat intr-un sistem

Y

o
N e
>

de axe ortogonale urmatoarele perechi ordonate de numere reale:
(OI _2)1 (1 1] o)l (21 2)- T
in figura alaturata este realizatd reprezentarea respectiva.
um
0,-2)¢ —

ExerciTiuL 2

Consideram numerele reale x = +/2 = 1,4142135623... siy= —/3 =-1,732050807....

a) Determina numerele intregi consecutive asi b, respectiv c sid, pentrucarea<x<bsic<y<d.

b) Reprezinta in plan punctele A(q, ¢) si B(b, d).

c¢) Folosind rezultatul anterior si o unitate de masura de 1 cm, realizeaza o reprezentare aproximativa a

perechii (x, y), unde x = V2 siy= 3.

Rezolvare (activitate individuald):

a)a=1sib=2respectivc=-2sid=-1.

b) Se deseneaza un sistem de axe ortogonale si se reprezinta punctele A(1, -2) si B(2, -1).

¢) Deoarece \2 ~ 1,4, pentru a reprezenta pe axa Ox pe V2, masurdm 1,4 cm de la origine, in sens pozitiv, si

notam M(1,4; 0) punctul de pe axa absciselor. Deoarece —/3 =~ -1,7, pentru a reprezenta pe axa Oy pe 3,
masuram 1,7 cm de la origine, in sens negativ, sinotam N(0; —1,7) punctul de pe axa ordonatelor. Perpendiculara
in M pe axa absciselor se intersecteaza cu perpendiculara in punctul N pe axa ordonatelor in punctul P.
Coordonatele punctului P sunt 1,4 si—1,7, adicd punctul P este reprezentarea aproximativa a perechii ordonate

de numere reale (\/5,—\/5).

e Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) Se considera multimea M ={-2,0, 2}.
a) Calculeaza M x M.
b) Deseneaza un sistem de axe ortogonale.
c) In sistemul ortogonal desenat, reprezinta elementele multimii M x M.

B} Sedaumultimile A={-2,0, 1} si B=1{-1, 2}. Pentru fiecare dintre multimile A x A, A x B, B x A si B x B, dese-
neaza cate un sistem de axe ortogonale si reprezinta elementele multimilor respective.
E) a) Reprezinti intr-un sistem de axe ortogonale perechile de numere intregi al caror produs este egal cu 6.
b) Reprezinta intr-un sistem de axe ortogonale perechile de numere naturale a caror suma este 6.
@) Seconsiderd multimile A={-2,2}siB={x e Z"| |x| < 1}.
a) Scrie elementele multimilor: Ax A, Ax B, B x Asi B x B.
b) Pentru fiecare dintre multimile A x A, A x B, B x A si B x B, deseneaza cate un sistem de axe ortogonale
si reprezinta elementele multimilor respective.




Reprezentarea intr-un sistem de axe ortogonale a unor perechi de numere reale

B Unssistem de axe ortogonale xOy imparte planul in 4 regiuni numite A
. N . « y
cadrane, notate |, Il, Il si IV, ca in figura aldturata.
a) Reprezinta grafic perechile ordonate de numere: (-3, -5), (5, 3), Il I
(_41 2)/ (21 _4)-
b) Completeaza spatiile punctate cu |, II, lll sau IV, astfel incat ~
propozitiile rezultate sa fie adevarate: o X

(-3,-5) € |:|; (5,3) e |:|;
(-4,2) e]..]; 2,-4) e [..].

0 Se considerd multimea {(x,y) e RxR|x=3siy € R}.
a) Scrie cinci elemente ale multimii.
b) Deseneaza un sistem de axe ortogonale si reprezinta perechile de numere scrise la punctul a).

Il v

EA Se considera multimeaM={(x,y) e RxR|x>0siy> 0}
a) Scrie cinci elemente ale multimii.
b) Deseneaza un sistem de axe ortogonale si reprezinta perechile de numere scrise la punctul a).
) Cu caredintre cadrane (I, 11, 11, 1V) sau cu care dintre axe (Ox, Oy) se poate identifica multimea considerata?

€] Rezolva problema anterioara considerand multimea:

a)A={(x,y) e RxR|x<0siy>0} b)B={x,y) e RxR|x=0siy e R}
AC={xy) e RxR|x<0siy<0} dD={x,y) e RxR|x>0siy<0}
e)E={x,y) e RxR|xeRsiy=0} f) F={x,y) e RxR|x>0siy>0}.

: , .,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

& Dpac afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste literaF. 3 puncte
a) Perechea de numere reale (-2, 3) se reprezinta intr-un sistem de axe ortogonale

in cadranul . A F
b) Daca punctul M este reprezentarea geometrica a perechii de numere reale (q, b),

atunci abscisa punctului M este b. A F
c) Perechea de numere reale (g, b) este situata pe axa ordonatelor daca si numai daca a =0. A F

(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat

in coloana din dreapta. 4,5 puncte
a) Punctul A este reprezentarea geometrica 1) (4,-3); vyt um
a perechii de numere reale ... o B 4
o A L
b) Punctul B este reprezentarea geometrica :
. 2) (_41 _2); 1 3t
a perechii de numere reale ... i 5 A
!  EEeE R »
c) Punctul C este reprezentarea geometrica . !
i 3) (-3,4); : T :
a perechii de numere reale ... . .. |0 L N
H@ w32 1234
S A A
C 2 :
-3+ :
Y/ Y
4 D
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Daca originea unui sistem de axe ortogonale are abscisa a si ordonata b, atunci rezultatul sumei

a+ beste |:|

\ J




3 ¢ ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR

Exemple:

1) Jocul de sah se desfasoara pe o tabla care are forma patrata si
care este impartita in 8 linii si 8 coloane, formand 64 de patrate.
Coloanele sunt indicate prin litere de la a la h, iar liniile sunt
indicate prin cifre de la 1 la 8. Pozitia unei piese de pe suprafata

(RJ1V:B Reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe ortogonale

¥ Observim si descoperim cunostinte noi

In practica exista situatii cand unui punct de pe o suprafata i se
asociaza o pereche ordonata de numere sau de litere si numere.

%A Ne amintim

¢ Orice pereche ordonata de numere
reale (x, y) poate fi reprezentata intr-un
sistem de axe ortogonale in plan
printr-un punct.

tablei de sah este indicata printr-o pereche ordonata de forma (literd, cifrd). Astfel: calului alb i se asociaza
perechea ordonata (e, 4); reginei albe i se asociaza perechea (c, 2) etc.

4 Polul Nord 2\

paralela cu
ecuatorul
latitudine
—eecuator
meridian

longitudine

Polul Sud

2) Ati invatat la geografie ca pozitia unui punct X de pe suprafata Pamantului se indica printr-o pereche de
numere, care sunt numite latitudine si longitudine. Latitudinea si longitudinea reprezinta coordonatele

geografice ale punctului respectiv.

* Daca punctul este situat la nord de ecuator, latitudinea se numeste latitudine nordica si este notata cu
N (sau cu semnul +); dacad punctul este situat la sud de ecuator, latitudinea se numeste latitudine sudica si

este notata cu S (sau cu semnul -).

+ Daca punctul considerat se afld la est fata de originea longitudinii, longitudinea lui se numeste
longitudine estica si este notata cu E (sau cu semnul +). Daca punctul considerat se afla la vest de originea
longitudinii, longitudinea lui se numeste longitudine vestica si este notata cu V (sau cu semnul -).

Punctul utilizat in prezent de toata lumea ca origine a longitudinii este Observatorul astronomic din
Greenwich, Marea Britanie. Acesta a fost ales prin rezolutia adoptata in 1884, la Conferinta Internationald

a Meridianului.

Exemplul anterior ne ofera un model pentru plan. Astfel, daca in plan y 4
consideram un sistem de axe ortogonale notat xOy, orice punct Pal planului
poate fi proiectat pe axa Ox si pe axa Oy. Notam cu P, proiectia ortogonala

a punctului P pe axa Ox si cu P,, proiectia ortogonala a punctului P pe axa P(x, y)

Oy. Deoarece oricarui punct de pe axa numerelor ii corespunde un numar Poly) ===~ 1

real, va rezulta ca punctului P,, care apartine axei O, ii va corespunde :

un numar real x unic. De asemenea, punctului P,, care apartine axei Oy, o P1l(x) >

ii va corespunde un numar real y unic. Prin urmare, intr-un sistem de axe
ortogonale xOy din plan, orice punct P poate fi reprezentat printr-o pereche

ordonata (x, y) de numere reale.




Reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe ortogonale

¢ Dacd xOy este un sistem de axe ortogonale intr-un plan, atunci:
> orice pereche ordonata de numere reale (x, y) poate fi reprezentata in sistemul ortogonal xOy printr-un
punct M;
» orice punct al planului reprezinta o pereche ordonata (x, y) de numere reale.
¢ Deoarece orice pereche ordonata de numere reale (x, y) este un element al produsului cartezian R x R,
rezulta ca:
> orice element al produsului cartezian R x R poate fi reprezentat in plan printr-un punct si oricarui
punct P din plan ii corespunde o pereche (x, y) a produsului cartezian R x R;
> notand multimea tuturor punctelor planului cu litera greceasca « (pi), admitem ca planul i poate fi
identificat cu produsul cartezian R x RR.

[#* Aplicim cunostintele

a) Reprezinta intr-un sistem de coordonate Rezolvare (activitate individuald):
urmatoarele puncte: A(-1, 3), B(3, 2), C(-3, -3), a) Se deseneaza un sistem de axe ortogonale xOy si se
D(2,-2), E(0, 2), F(-2, 0), G(1,-1). fixeaza unitatea de masura. Se reprezinta punctele ca in
b) Scrie coordonatele punctelor din figura 1. figura 2.
b) Luand in considerare unitatea de masura, se obtine:
A(2,-2),B(3,0), C(1, 2), D(0, 4), E(-2, 3), F(-3,0), G(1, 0).

J

~

y
um A 3 um
. D — -t —
1
1
Ef— ———————— - : zo-E ———————————— ?B
| 1 |
| C L !
I *r---9 ! ) !
! I ! 1
f | ! 1
I -3 -2 -1 (0] 1 2 3 P
| _ ! 4 o | I i ! > @
: 1 I F | I
oy G, . B | N X
(0] : X | -1 G :
. : .
4 ! i B IS SR R +
: ! -2 D
! |
B S PR R 4 S AP U S S -
A c -3
Fig. 1 Fig. 2

“ ______________________________ \

|
I
: Acceseaza pe internet site-ul https://www.mapsdirections.info/ro/coordonate-gps.html si gaseste:
. a) coordonatele geografice ale localitatilor: Paris (oras din Franta), Dublin (oras din Irlanda),
. Melbourne (oras din Australia), Cape Town (oras din Africa);

: b) localitatile care au coordonatele geografice: (44.43; 26.102); (-26.205; 28.049); (34.053; -118.242).




3 ¢ ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR

ExerciTiuL 2

Deseneaza un sistem de axe ortogonale xOy.  Rezolvare (activitate pe grupe):
Alege ca unitate de mdsurd un segment cu Sedeseneaza sistemul de axe ortogonale, luand ca unitate
lungimea de 1 cm si reprezinta punctele A, B, C,  de mdsura un segment cu lungimea de 1 cm (figura 3).

D, E din tabelul de mai jos. Ay
C 3 um
Abscisa  Ordonata Y 7T A
|
25—
1,0 2,5 I !
| ]
1 1
1 ! E
2,0 -2,5 ! R <
| | |
-1,0 3,0 2 1 o | | : N
1 1 2 3 X
-2,0 -3,0 l :
! I
3,0 1,0 : |
| 1
1 ]
: 2,5+ -------- '
F G I A -
D -3
Fig. 3

&) a) Precizeaza coordonatele punctelor A, B, C, D, F A
E, F si G din figura alaturata.
b) Precizeaza punctele care au aceeasi abscisa. ES
c) Precizeaza punctele care au aceeasi ordonata. T
d) Precizeaza punctele care au abscisa pozitiva 11 °
si ordonata negativa. }

N e
e}

e) Precizeaza punctele care au abscisa negati- o 41
vd si ordonata pozitiva. 1 <
f) Precizeaza punctele care sunt situate pe axa b
ordonatelor.

B Pefoaia caietului de matematicé, deseneaza un sistem de axe ortogonale xOy si alege unitatea de masuré
de 1 cm.

a) Reprezintd punctele: A(3; -5), B(-4,5; 3,5), C(1,5; 3,5), P(-3; 0), Q(-1,5; -3,5) si R(0; -2,5).

b) Cu ajutorul uneirigle si al unui compas, verifica daca unul dintre aceste puncte este mijlocul segmen-
tului determinat de alte doua puncte. Numeste segmentul si mijlocul lui. b

E) Figura aliturata reprezinta o portiune dintr-o foaie a unui caiet de
matematica, pe care s-a fixat un reper de axe ortogonale si s-a ales
unitatea de masurd de 1 dm. Unitatea de masura nu poate fi reprezentata
in desen, din cauza dimensiunilor reduse ale portiunii de foaie.

a) Calculeaza numarul r =(\/§—\/5):1,5 cu doua zecimale exacte, a

folosind calculatorul de buzunar. 0
b) Folosind rezultatul precedent, copiaza si completeaza figura cu
punctul A(r, r).
c) Completeaza figura cu punctele B, C, M si N, unde:
— B este simetricul lui A fata de dreapta g;
— C este simetricul lui B fata de dreapta b;
— M este intersectia dreptelor AB si g;
— N este intersectia dreptelor BCssi b.




Reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe ortogonale

d) Scrie coordonatele punctelor A, B, C, M si N.
e) Demonstreaza ca punctele A, O, C sunt coliniare.

@) Completeazi tabelul de mai jos, precizand cadranul sau axa careia ii apartine punctul.
A(—3,2j 3(3,—1J C(0113) D(-3,-V3) E(0,—/38) F[l,oj G[—3l,3)
18 12 2

8

Cadranul/Axa M ? Oy ? ? ? ?

B in sistemul de axe ortogonale xOy din figura de mai jos, se considera punctele Q, M, N, P si R. Copiaza si
completeaza textul de mai jos cu ajutorul cuvintelor: abscisele, egale, coordonatele, abscisd, ordonatd, opuse.

A

a) Punctele M si P au aceeasi ..., dar ordonatele lor sunt numere. ... .
b) Punctul Rare ... numere.....

c) Punctele M si N au aceeasi ..., iar ... acestora au modulele ... .

d) Punctele Qsi O au aceeasi ... .

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 2 \

) Daca afirmatia este adevirati, incercuieste litera A. in y 1
caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte I
Se considerd sistemul de axe ortogonale din figura
alaturata si reprezentarea punctelor A si Bin acest sistem. T
a) Abscisa punctului A este 2. A F o T
b) Ordonata punctului A este -5. A F 1
c) Coordonatele punctului B sunt numerele — ——
reale -2 si -2. A

©
v

=/
J
)

E

Y

K

2 Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din y
stanga cu raspunsul corespunzator aflat in coloana T
din dreapta. 4,5 puncte

Se considera urmatoarele puncte: A(4, 3), B(-4, 3), C(4, -3) si D(-4, -4), reprezentate intr-un sistem de
axe ortogonale xOy.

a) Simetrice fatd de originea sistemului de axe ortogonale sunt punctele ... 1)AsiB;
b) Simetrice fata de axa absciselor sunt punctele ... 2)AsiD;
c) Simetrice fata de axa ordonatelor sunt punctele ... 3)AsiG
4) BsiC.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Se considera punctele A(2, 3) si B(b, -2). Daca dreapta AB este paralela cu axa ordonatelor sistemului
de axe ortogonale, atunci b este egal cu |:|
\

J




3 ¢ ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR

NI )1 V:¥‘® Distanta dintre doua puncte din plan
&7 Rezolvim impreuni

Se considera punctele M(x,, y,) si N(x,, y,) din figura alaturata.

a) Determina coordonatele punctelor Psi R.

b) Determina coordonatele punctelor Qi S.

c) Calculeaza distanta dintre punctele P si Q.

d) Determina lungimea segmentului LN.

e) Calculeaza distanta dintre punctele R si S si determinad lungimea
segmentului LM.

f) Calculeaza distanta MN.

Rezolvare (activitate individuald): 9

a) Punctul M(x,, y,) permite sa stabilim coordonatele punctelor PsiR, /
care sunt situate pe axa Ox, respectiv Oy. Astfel, rezulta P(x,, 0) si & -
RO, )/1)- N(x2, y2)
b) Analog, punctul N(x,, y,) permite sa stabilim coordonatele punctelor Q si S. Rezulta: Q(x,, 0) i S(0, y,).

c) Calculam distanta dintre punctele P si Q, situate pe axa absciselor: PQ = |x, - x, .

d) Deoarece segmentele PQ si LN sunt congruente, rezulta ca LN = |x, - x,|.

e) Calculam distanta dintre R si S, aflate pe axa ordonatelor: RS = |y, - y,|, iar din congruenta segmentelor RS si
MLrezultaca ML=y, -y,|.

f) Consideram triunghiul MLN, dreptunghic in L, si aplicam teorema lui Pitagora. Rezulta: MN? = LN? + LM?, de

unde MN = J(x, = x,)? +(y, - ¥,

f g rere N )
* Daca M(x,, y,) si N(x,, y,) sunt doua puncte ale planului, atunci distanta dintre ele se calculeaza astfel:
MN = \/(X2 —x,) +(y,—y.).

Xy

oy
C= )

¢ (Cazuri particulare:
> daca P si Q sunt doua puncte situate pe axa absciselor, atunci: P(x;, 0), Q(x,, 0) si PQ = |x, - x. ;
> daca P si Q sunt doua puncte situate pe axa ordonatelor, atunci: P(0,y.), Q(0,y,) siPQ =y, -y, |

&

[#* Aplicim cunostintele
N

Intr-un sistem de axe ortogonale in plan, se considera punctul P(1, 0) si multimea . #a tuturor punctelor Q
din plan, cu proprietatea ca PQ = 3 (um).

a) Cu ajutorul unui desen, arata ca multimea punctelor Q din plan cu proprietatea ca PQ = 3 (um) are cel
putin patru elemente.

b) Folosind eventual cunostinte de geometrie, arata ca multimea . 7 este infinita.

c) Avand in vedere ca orice punct din plan se identifica cu o pereche ordonata de numere reale, arata ca
multimea . # contine cel putin patru perechi de numere intregi.

d) Descrie multimea . #cu ajutorul perechilor ordonate de numere reale (x, y), unde x si y sunt coordonatele
unui punct Q, care apartine multimii.
Rezolvare (activitate frontald):
a) Desenam sistemul de axe ortogonale, evidentiem unitatea de mdsurd (um) si desenam punctul P(1, 0). Cele
patru elemente ale multimii . #sunt punctele Q,, Q,, Q,, Q,, care se obtin astfel:

- punctele Q, si Q, sunt desenate la dreapta, respectiv la stanga punctului P, astfel incat PQ, = 3 (um) si
PQ, =3 (um);

- punctele Q, si Q, sunt desenate pe perpendiculara in punctul P pe axa absciselor, de o parte si de alta
a punctului P, astfel incat PQ, = 3 (um) si PQ, = 3 (um).




Distanta dintre doua puncte din plan

Punctele Q din plan cu proprietatea ca PQ = 3 (um) sunt puncte ale
unui cerc. Prin urmare, multimea . # este cercul cu centrul in punctul P si
Ccu raza egala cu 3 (um). Q

Din desen rezulta coordonatele punctelor Q,, Q,, Q,Q, astfel: Q,(4, 0),
Q,(=2,0),Q,(1,3)5iQ,(1,-3). Cum punctele Q,, Q,, Q,, Q, apartin cercului
cu centrul in punctul Psi cu raza egala cu 3 (um), rezulta ca perechile de
numere intregi (4, 0), (-2, 0), (1, 3), (1, -3) apartin multimii . 7

Daca Q este un punct oarecare din multimea . #, iar perechea Q O P Q

ordonata de numere reale (x, y) reprezinta coordonatele acestui punct,

atunci PQ = 3 se poate scrie: \/(x -1’ +y?> =3 sau (x - 1)> + y>=9. Prin

um

urmare, AZ={xy) | x,y € Rsi(x-1)*+y*=9}. Q
g Exerseazs, fixeazi si aprofundeaza cunostintele
E) Calculeaza lungimea segmentului AB, daca: h
a) A(OI 3)1 B(Ol 3); b) A(zl _5)1 B(_zr _3); c) A(_1 ’ 1)1 B(zl 5);
d) A(_3I O)I B(Ol _4); e) A(1 ’ O)I B(_3I 5); f) A(_1I _2)1 B(3I 2)-
B} Calculeaza lungimea segmentului AB, dacé:
a) A(_zl 3)1 B(4I O); b) A(_zl _3)1 B(_4l 0); c) A(_3I 7)1 B(zl _5);

d) A(V3.45),8(—3,~5); ) A(—V3.45),8(v3,-V5); ) A(22,42),8(-2,-3V2).

E) intr-un sistem de axe ortogonale xOy, se considera punctele: A(-3, 0), B(0, -p), C(3, 0), D(0, p) si O(0, 0),
unde p este un numar real pozitiv.
a) Completeaza urmatoarele enunturi:
Punctele A, O, C sunt coliniare, deoarece apartin axei ... .
Punctele B, O, D sunt coliniare, deoarece apartin axei ... .
b) Calculeaza lungimile segmentelor: OA, OC, OB si OD.
c) Completeaza urmatorul text:
Patrulaterul ABCD este un paralelogram, deoarece diagonalele lui ... . Pentru cd diagonalele sunt ...,
paralelogramul ABCD este romb.
d) Calculeaza lungimile laturilor rombului.
e) Calculeaza lungimile diagonalelor rombului.
f) Aratd ca AD || BC. A
g) Demonstreaza ca, pentru p = 3, *xADC = 90°. c

in plan se considerd un sistem de axe ortogonale xOy (figura 1).
Pentru orice numar real x se considera punctul care are abscisa x si B
ordonata y = 2x + 1. Astfel, pentru x € {-2, 1, 2} rezulta trei puncte: A, B,
respectiv C.

a) Calculeaza coordonatele celor trei puncte.

b) Reprezinta cele trei puncte.

c) Calculeaza lungimile segmentelor AB, AC si BC.

d) Demonstreaza ca cele trei puncte sunt coliniare.
Indicatii: a) Pentru x = -2 rezultd cdy =2 - (-2) + 1 5i A(-2, -3). A
d) Se demonstreaza ca AC = AB + BC. Fig. 1

\ 4

B inplan se considera un sistem de axe ortogonale xOy si punctele A(-1, 5), B(2, 2), C(4, 4).
a) Reprezinta cele trei puncte. b) Demonstreaza ca «ABC = 90°.
Indicatie: b) Se calculeaza AB? + BC? si AC? si se aplica reciproca teoremei lui Pitagora.

{@ in plan se considerd un sistem de axe ortogonale xOy. Pe axa Ox se iau trei puncte oarecare: Alx,, 0),
B(x,, 0) si M(x, 0). Se stie ca punctul M apartine segmentului AB si ca x, < x,.

a) Scrie in ordine crescdtoare numerele reale x,, x, si x.

b) Calculeaza distantele AB, AM si MB si demonstreaza ca AB=AM + MB.




3 ¢ ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR

c) Calculeaza abscisa mijlocului unui segment determinat de doua puncte situate pe axa Ox.
d) Calculeaza ordonata mijlocului unui segment determinat de doua puncte situate pe axa Oy.

in plan se considerad un sistem ortogonal xOy si doud puncte

A
oarecare:A(x,, y,), B(x,, y,), cain figura 2. Daca punctul M(x, y) este mijlocul sS4 f‘fxg 2
. . X, +X, . + O,
segmentului AB, demonstreaza ca: x =% si yz%. N
(Coordonatele mijlocului unui segment determinat de doud puncte din T S—— L S Mxy)

2

plan sunt egale cu mediile aritmetice ale coordonatelor celor doud puncte.)

E) Calculeaza coordonatele mijlocului segmentului AB, daca:

a) A(0, 2), B(0, 4); b) A(4, 0), B(-2, 0); 7] SRR SR ML 2 2
¢) A(=1,1), B(-3, 5); d) A2, -5), B(-2, -3). -

E) Deseneazi un sistem de axe ortogonale xOy. Alege ca unitate de o é 5 ; >
masurd un segment cu lungimea de 1 cm. Fig. 2

a) Reprezinta punctele A(-1, 0), B(3, 0), C(-1, 3), D(-1, -1),
E(2,-1), F(2,1).

b) Calculeaza lungimile segmentelor AB si CE.

c) Calculeaza aria triunghiului CDE si aria trapezului ADEF.

) a) Deseneazi in caietul de matematicd un sistem de axe ortogonale xOy. Alege ca unitate de misura
segmentul cu lungimea de 1 cm.

b) Reprezinta punctele: A(-2, 1), B(3, 1), C(7, 3) si D(0, 5).

c) Deseneaza patrulaterul ABCD.

d) Daca E este punctul de pe axa ordonatelor pentru care triunghiul ADE este isoscel, cu baza DE, calcu-
leaza coordonatele punctului E.

e) Daca punctul F este simetricul punctului C fata de dreapta AB, precizeaza coordonatele punctului F.

f) Numeste dreapta care este axa de simetrie pentru poligonul ADCFE.

g) Arata ca poligonul DEFC este trapez isoscel.

h) Calculeaza aria trapezului.

i) Calculeaza perimetrul trapezului, cu doua zecimale exacte.

Z @ .
rDin oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

& Dpaca afirmatia este adevirat3, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

a) Doua puncte situate pe aceeasi dreapta orizontala au aceeasi ordonata. A F
b) Fie A(-2) si B(3) doua puncte reprezentate pe o axa a numerelor. Distanta dintre
punctele A si B este egald cu 5 unitati de masura. A F
c) Fie A(x,, y,) si B(x,, y,) doud puncte reprezentate intr-un sistem de axe ortogonale.
Distanta dintre punctele A si B este AB= \/(xB X,V +(y, =y A F
E) Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4,5 puncte
Se considera punctele A(-3, -4), B(1, -1) si C(5, 2), reprezentate intr-un sistem de axe ortogonale.
a) Distanta dintre punctele A si B este egala cu ... 1) 2um;
b) Distanta dintre punctele A si Ceste egala cu ... 2) V2 um;
c) Distanta dintre mijlocul segmentului AC si originea sistemului de axe 3)5um;
ortogonale este egala cu ... 4) 10 um.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Daca distanta dintre punctele A(0, 1) si B(x, x + 1) este egala cu 52 unitati de masura, atunci x este

egal cu |:|

\ J




Reprezentarea si interpretarea unor dependente functionale prin tabele, diagrame si grafice

LECTIA 5 Reprezentarea si interpretarea unor dependente functionale prin
d tabele, diagrame si grafice. Poligonul frecventelor

+ datele statistice se reprezinta prin: tabele, diagrame sau grafice;

+ intabele, datele sunt organizate pe linii si pe coloane, in functie de specificul acestora;

¢ in functie de modul de reprezentare a datelor, o diagrama poate fi: diagrama prin puncte, diagrama de
tip coloana, diagrama de tip linie, diagrama circulara etc,;

¢ reprezentarea unei diagrame cu ajutorul unor softuri matematice.

&7 Rezolvam impreuni

Rezultatele obtinute de elevii unei
clase aVll-a la o proba de evaluare au
fost sistematizate de profesorul clasei
in tabelul alaturat.

N

3 4 5 6 7 8 9 10

Numarul de elevi 1 2 3 4 6 5 3 1
a) Exprima in procente numarul

AL 400 8% 12% 2%  24% 20% 12% 4%
(in procente)
elevilor care au fost evaluati cu nota 6.

b) Reprezinta numarul de elevi in functie de nota obtinuta, cu ajutorul unei diagrame de tip coloand.
c) Reprezinta numarul de elevi in functie de nota obtinutd, cu ajutorul unei diagrame prin puncte.
d) Reprezinta numarul de elevi in functie de nota obtinuta, cu ajutorul unei diagrame prin linii.
e) Reprezinta procentul elevilor in functie de nota obtinuta, cu ajutorul unei diagrame circulare.
Rezolvare (activitate frontald):
a) Pentru a exprima in procente numarul elevilor care au fost evaluati cu nota 6,

calculam intai numdrul tuturor elevilor evaluati: 1 +2 +3+4+6+5+3+1=25. 25elevi ... 100%
Numarul total de elevi evaluati, adica cei 25 de elevi, reprezints procentul de 4 €leVi e X%
100%. Pentru a calcula ce procent din totalul elevilor reprezinta cei 4 elevi 4.100

evaluati cu nota 6, aplicam regula de trei simpla si obtinem ca procentul elevilor =>X= 25 =16
evaluati cu nota 6 este de 16%.

b) Diagrama de tip coloana: c) Diagrama prin puncte:

[
Numarul de elevi
O P N W bHh U O N
w
~
v
o I
~ I
co I
© I
||
Numarul de elevi
O P N W b U1 OO N
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[
=)

10 3 4 5 6 7 8 9 10
Nota Nota
d) Diagrama prin linii: e) Diagrama circulara:
7 Procentul elevilor evaluati cu:
S 6 .
2
3 5 h H nota 3 8%
o 4 . W nota4
E 3 o4 L] nota 5
,g 2 r nota 6
5 1 pe ° M nota7
0 M nota 8
3 4 5 6 7 8 9 10 m nota 9
M nota 10

Nota
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¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

Constatam cad elevii au fost grupatiin functie de nota primita la evaluare, adica numarul de elevi depinde de
nota primita.

Mai precis, daca notam cu A multimea notelor acordate la evaluare, rezulta Diagrama Venn-Euler
cdaA=1{3,456,7, 8,9, 10} Daca notdm cu y numarul elevilor care au fost
evaluati cu nota x, rezulta ca y apartine multimii B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Astfel,
constatam ca fiecdrei note x, element al multimii A, ii corespunde un singur
numdr natural al elevilor care au obtinut nota x, notat cu y, y fiind element al
multimii B. Spunem ca y este frecventa valorii x si ca intre elementele multimii A
si elementele multimii B are loc o dependenta functionald.

Graficul dependentei functionale de la multimea A la multimea B este
multimea perechilor (x,y), x € A,y € B, astfel incat x — y, adica elementuluixdin
multimea Afi corespunde elementul y din multimea B. Aceastd corespondenta
se observa cu usurinta in diagrama prin puncte, dar poate fi pusd in evidenta
si cu ajutorul unei diagrame Venn-Euler, ca in figura aldturata.

, i e N \
¢+ Vom spune ca intre doua multimi A si B are loc o dependenta functionala, daca, printr-o regula
oarecare, facem ca fiecdrui element al multimii A sa-i corespunda un singur element al multimii B.

+ Graficul dependentei functionale de la multimea A la multimea B este multimea perechilor ordonate
(X, y), cu proprietatea ca elementului x din multimea A ii corespunde elementul y din multimea B.

¢ Dacad Asi B sunt multimi finite de numere reale, atunci graficul dependentei functionale de la multimea A
la multimea B se reprezinta intr-un sistem de axe ortogonale printr-o multime de puncte. Linia franta

determinata de segmentele obtinute unind, in ordine, punctele reprezentadrii grafice este poligonul

frecventelor.
& J

[#* Aplicim cunostintele

a) Un kilogram de cartofi costd 1,5 lei. Copiaza, calculeaza si completeaza urmatorul tabel:

Cantitatea de cartofi (in kilograme) 1 2 4 5 8
Costul cantitatii de cartofi (in lei) 1,5 ? ? ? ?
b) Aldturat este desenat un sistem de axe ortogonale, in 0 um

care pe axa absciselor este reprezentata cantitatea de cartofi,

1,5 lei, inmultind prima linie a tabelului cu 1,5, determinam :
numerele din linia a doua a tabelului: 1,5; 3; 6; 7,5; 12. 1.5 1-
b) Din lectura graficului rezulta ca 6 kg de cartofi costd 9 lei,
iar cu 4,5 lei poti cumpadra 3 kg de cartofi.

iar pe axa ordonatelor este reprezentat costul cantitdtii T T T T T 177, !
respective. Foloseste graficul pentru a raspunde la urmatoa- T :
rele intrebari: 101 E
Cat costa 6 kg de cartofi? [ I et e . |
Cate kilograme de cartofi poti sa cumperi cu 4,5 lei? I 3 O s s E !

¢) Notam cu x o cantitate oarecare de cartofi si cu y, costul € Lo .
acesteia. Exprima pe y in functie de x: = 64 ----mr--r-- i E |
y=x... g - E

Rezolvare (activitate frontald): RGN R E | |
a) Deoarece pretul unui kilogram de cartofi este egal cu N : i :

RPN | M S RS S A
\ 4

N

4 5 6 7 8
Cantitatea de cartofi (in kilograme)




Reprezentarea si interpretarea unor dependente functionale prin tabele, diagrame si grafice

) Costul si cantitatea de cartofi sunt marimi direct proportionale, raportul dintre cost si cantitate fiind egal cu

pretul unui kilogram de cartofi. Rezulta ca Y- 1,5 (pretul unui kilogram de cartofi), de unde y = 1,5 - x.
X

Observa cad orice punct P(x, y), unde x este o cantitate oarecare de cartofi si y este costul acesteia, apartine unei
drepte care trece prin originea sistemului de axe ortogonale xOy. Prin urmare, punctele dependentei
functionale y = 1,5 - x pentrux  {1,2,3,4,5,6,7,8} si y « ¥ sunt coliniare.

& Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

D Directorul unei scoli gimnaziale a realizat o situatie

privind numarul fetelor si cel al baietilor pe clase.
Tabelul alaturat rezuma datele obtinute. Clellea e el i

a) Copiaza si completeaza tabelul. Clasele aVl-a 70 65
b) Cati baieti sunt in clasele a Vll-a? Clasele aVll-a 75 160
c) Cati elevi suntin clasele a VI-a? Clasele a Vlll-a 70 140

d) Care este numarul fetelor din scoala?

e) Care este numarul baietilor din scoala?
B a) Diagrama circulara de mai jos reprezinta varietatea speciilor de arbori dintr-o padure. Observand
diagrama, completeaza tabelul asociat acesteia cu urmatoarele procente: 5%, 10%, 20%, 28%, 37%, corespun-
zatoare speciilor de arbori din padure.

Total

Specia Procentul
salcam
stejar
fag
pin
= salcdm = stejar =fag = pin = brad brad
b) Folosind computerul, deschide o foaie de lucru Microsoft Excel, introdu tabelul de date in celulele foii de
lucru si creeaza diagrama de tip coloana corespunzatoare tabelului.
E) Pentru 30 de convorbiri telefonice s-au inregistrat duratele (in minute). Informatiile sunt cele oferite de
poligonul frecventelor. Calculeaza din totalul convorbirilor:
a) procentul convorbirilor cu durata intre 8 si 11 minute;
b) procentul convorbirilor cu durata mai mare decat 8 minute.
_9
23
57
’c;) 6
5>
U -
©.3
$2
>
8 1
I o0

2-5 5-8 811 11-14 14-17 17-20
Durata convorbirilor (in minute)
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@) in tabelul de mai jos este prezentat consumul anual al principalelor surse de energie in anii 1973 si 2003.
Valorile sunt exprimate in milioane tone echivalent petrol (tep).

A B C D E F G H I
1 Anul Carbune Hidroelectrica Gaze Nucleara Regenerabila Petrol Altele Total
2 1973 1496,6 108,6 977,5 54,3 675,8 2715,3 6,1
3 2003 2579,1 2325 2240,8  687,1 1141,6 3636,1 52,8
4 %

1 tep = energia eliberata prin arderea unei tone de petrol

a) Folosind computerul, deschide o foaie de lucru Microsoft Excel si scrie tabelul de date in celulele foii de
lucru. Pe randul 4 scrie totalul coloanelor, exceptand-o pe prima.

b) in celula B4 a tabelului de mai sus, scrie urméatoarea formula de calcul: =((B3-B2)/B2)*100. Ce reprezinta
rezultatul obtinut?

c) Dupa energia nucleard, care este sursa de energie cu cea mai mare crestere procentuala? Care este
acest procent?

d) Reprezinta printr-o diagrama de tip coloana cresterea procentuald a consumului surselor de energie in
perioada 1973-2003.

e) Care este procentul consumului de energie din 2003 rezultat din folosirea carbunelui?

‘ ®,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

) pac afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

Se considerd dependenta functionala x — y, de la multimea A = {—\/5,0,2\/5} la multimea R, data de

regulay = V3x+1.

a) Pentrux = —/3, y este egal cu -2. A F
b) Pentru x =0, y este egal cu 1. A F
¢) Pentrux = 24/3, y este egal cu 5. A F

B Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4,5 puncte

in tabelul de mai jos este redata frecventa valorilor temperaturilor din luna noiembrie.

2 s e 8 9 0

4 3 2 5 5 6 1 4

a) Temperatura cu frecventa cea mai mare a fost egala cu ... 1) 9%
b) Temperatura cu frecventa cea mai micd a fost egala cu ... 2) 6%
c) Media temperaturilor din luna noiembrie, rotunjita la intregi, este egala cu ... 3) 1%
4) 8°.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

La un concurs au fost date 3 probleme. In tabelul urmator, fiecarei probleme i se asociaza numarul
elevilor care au rezolvat-o corect. Se stie cd au fost 165 de rezolvari corecte.

| I i
Numarul de elevi X 2x+ 17 3x-2

Problema numarul Il a fost rezolvata de |:| elevi.




EVALUARE: ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

in tabelul alaturat este prezentata o dependenta functionala. T P B 4
Reprezinta aceastd dependenta functionala:
cu ajutorul unei diagrame Venn-Euler;
intr-un sistem de axe ortogonale.
Se considera multimile A={-1,0, 2}siB={-2,0, 1}.
Determina Ax B,Bx A, AxA, BxB.
Pentru fiecare produs cartezian calculat la punctul precedent, deseneaza cate un sistem de axe
ortogonale si reprezinta produsele.
Reprezinta intr-un sistem de axe ortogonale punctele M(-2, -2), N(2, -2) si P(2, 2).
Determina coordonatele punctului Q, stiind ca MNPQ este un patrat.
Scrie coordonatele punctelor A, B, Csi D, stiind ca acestea sunt mijloacele segmentelor MN, NP, PQ si QM.

Determina numadrul real m in fiecare caz, astfel incat:
M(=3,m), N2, m + 1), P(\/5,2m+1) s& apartina axei absciselor;
Q(m, 2), Rm~2 -1,-3), S-m+1,-1) s3 apartina axei ordonatelor.

Perimetrul unui dreptunghi este de 40 cm.
Exprima lungimea dreptunghiului in functie de perimetru si de latime.
Calculeaza lungimea dreptunghiului, stiind ca latimea ia valorile: 2 cm,
4cm,5cm,6cm,7 cm, 8 cm.
Completeaza in tabelul de mai jos valorile obtinute la b).

Latimea(incm) 2 4 5 6 7 8
Lungimea (in cm)
Completeaza datele din tabel in diagrama aldturata.

Rezultatele obtinute de elevii unei clase la un test de
evaluare initiald sunt reprezentate in diagrama alaturata.

Deseneazd poligonul frecventelor notelor. _ 8
Completeaza tabelul de mai jos cu datele din diagrama. 2 7
Exprima frecventa notelor in procente si completeaz-o in tabel. E 6
Nota 45 6 78 9/]10 = 5
Numarul de elevi ;E 4
Frecventa in procente E 3
Precizeaza: 2
+ numarul elevilor care au obtinut cel putin nota 7; 1

* numarul elevilor care au obtinut cel mult nota 8; o 4 5 6 7 8 9 10

+ media clasei.
Fie punctele A(-4, -2), B(-1, -6), C(2, -2) si D(-1, 4).
Reprezinta intr-un sistem de axe ortogonale punctele A, B, Csi D, alegand o unitate de masura convenabila.
Reprezinta in acelasi sistem de axe ortogonale punctul A, simetricul punctului A fata de axa absciselor,
punctul B’, simetricul punctului B fata de axa ordonatelor, si punctul C’, simetricul punctului C fata de originea
sistemului de axe ortogonale.
Precizeaza coordonatele punctelor A, B, C'.
Calculeaza lungimile segmentelor AA’, BB’, CC'.
Determina coordonatele mijlocului segmentului AC.
Calculeaza perimetrul patrulaterului ABCD.
Se considera punctele A(2, 0), B(-4, 2) si C(0, 6).
Reprezinta punctele intr-un sistem de axe ortogonale.
Calculeaza lungimile laturilor triunghiului ABC si stabileste natura acestui triunghi.
Calculeaza coordonatele mijlocului segmentului BC si lungimea indltimii din A a triunghiului ABC.
Calculeaza aria triunghiului ABC.

Nota
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2. TEST DE EVALUARE Timp de lucru: 50 de minute.

Diagrama de mai jos reprezintd compozitia chimica, in procente, a unui medicament pentru care s-au
folosit ingredientele A, B, C, D.

Q

40%

M
A 10%

P 30% N

Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.
Ingredientul D se afla in compozitia medicamentului in procent de ... .
Masura unghiului la centru MON este egala cu ... .

Masura arcului mic PQ este egala cu ... .
Suma masurilor unghiurilor MON si POQ este egald cu ... .

Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.
Daca un comprimat are 2 g, atunci cantitatea pentru 50 de comprimate din ingredientul:

A B
Aesteegalacu... 50g;
Besteegalacu... 10g;
Cesteegalacu... 204g;
Desteegalacu... 30g;

40 g.

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
@ Daca AxB={(1,4),(1,5),(2,4),(a,5),(b,4), (5, 5) atunci suma a + b este egala cu:
U 8; 6; 9; 7.

Simetricul punctului A(-1, 2) fata de axa absciselor este punctul B. Coordonatele punctului B sunt:
(1,-2); (=1,-2); (1,2); (-1,2).

Simetricul punctului C(2, -3) fata de axa ordonatelor este punctul D. Coordonatele punctului D sunt:
(=2,-3); (=2,3); (2,3); (2,-3).

Simetricul punctului M(-2, 3) fata de originea sistemului de axe ortogonale este punctul N.

Coordonatele punctului N sunt:
(=2,3); (2,3); (2,-3); (=2,-3).

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
Demonstreaza ca punctele A(-4, -6), B(0, -3) si C(4, 0) sunt coliniare.
Se considera punctele M(-1, 5), N(5, 5) si P(2, 1). Demonstreaza ca triunghiul MNP este isoscel si
calculeaza perimetrul acestuia.

Se considera multimile A ={x € Z" | |x| < 2} si B=R. Intre multimile A si B se stabileste o dependenta
functionala data de regulax — y siy = -x+ 2.

Reprezinta aceasta dependentd functionald cu ajutorul unui tabel.

Deseneaza un sistem de axe ortogonale xOy.

Reprezinta dependenta functionala cu ajutorul unui grafic.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul 1.1 1.2 1.3 4 | I |2 | 3 4 [ a2 m3 |4 | va | Ivb | Va | Vb | Vc
Punctajul




PATRULATERUL

Unitatea: Patrulaterul

L1. Patrulaterul convex. Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex

L2. Paralelogramul. Definitie si proprietdti

L3. Aplicatii in geometria triunghiului: linia mijlocie in triunghi, centrul de
greutate al unui triunghi

L4. Dreptunghiul. Definitie si proprietati

L5. Rombul. Definiie si proprietati

L6. Patratul. Definitie i proprietati

L7. Trapezul. Definitie, clasificare si proprietati. Linia mijlocie a trapezului
L8. Trapezul isoscel. Proprietdtile trapezului isoscel
L9. Perimetre si arii: paralelogram, paralelograme particulare, triunghi, trapez

Evaluare: Patrulaterul
1. Probleme recapitulative
2.Test de evaluare
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4 + PATRULATERUL

UNITATEA: PATRULATERUL

LECTIA 1
convex

Patrulaterul convex. Suma masurilor unghiurilor unui patrulater

¢ trei puncte necoliniare A, B, C determina triunghiul ABC (figura 1);

¢ elementele unui triunghi sunt: varfurile, laturile si unghiurile;

¢ suma masurilor unghiurilor unui triunghi ABC este egala cu 180°:
+A+ «B+ «C=180°.

&7| Rezolvam impreuns

Fig. 1

Calculeaza suma masurilor unghiurilor A, B, C si D din figura 2.
Rezolvare (activitate frontald):
Aplicam teorema care se refera la suma masurilor unghiurilor unui triunghi in
triunghiurile ABC si ACD.
Rezulta: «ABC + «BCA + «CAB = 180° si «CDA + «DAC + «ACD = 180°.
Adundm cele doua egalitati membru cu membru si aranjam rezultatul astfel:
+ABC + («BCA + «ACD) + «CDA + («DAC + «CAB) = 180° + 180°.

Fig. 2

Dar «BCA + «ACD = «BCD si «DAC + «CAB = «DAB.Tinand cont de aceste egalitati, obtinem:
+ABC+ «BCD + «CDA + «DAB = 360° sau «B + «C+ «D + «A = 360°,
de unde rezulta ca suma masurilor unghiurilor A, B, Csi D din figura 2 este egala cu 360°.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Daca in figura 2 nu marcam unghiurile si nu punem in evidenta segmentul AC,
rezultd figura 3. Privim aceasta figura si observam urmdtoarele caracteristici:

1) oricare trei dintre cele patru puncte, A, B, C, D, nu sunt coliniare;

2) segmentele AB si CD, respectiv AD si BC nu se intersecteaza;

3) figura este reuniunea segmentelor: AB, BC, CD si DA.

O astfel de figura se numeste patrulater, iar punctele A, B, C, D se numesc varfurile
patrulaterului.

Prin urmare, ,patru-later” ar insemna patru laturi.

Patrulaterul cu varfurile A, B, C, D va finotat ABCD sau ADCB.

Ordinea varfurilor in numirea patrulaterului este de mare importanta. Ea se stabi-
leste astfel: se alege un varf si, folosindu-ne de figurd, urmatoarele varfuri le numim
fie in sensul invers rotirii acelor de ceas, fie in sensul rotirii acelor de ceas. De exem-
plu, daca se alege varful B, patrulaterul din figura 2 poate fi numit BCDA sau BADC.
Prin urmare, un patrulater poate fi numit in 8 moduri.

Patrulaterul ABCD din figura 3 se numeste patrulater convex. Observam ca, pentru
fiecare dreaptd care contine o laturd, varfurile patrulaterului ce nu apartin acestei
drepte sunt de aceeasi parte a ei.

De exemplu, varfurile Csi D ale patrulaterului sunt de aceeasi parte a dreptei AB.

De asemenea, patrulaterul EFGH din figura 4 este convex.

Patrulaterul LMNP din figura 5 nu este convex, deoarece punctele L si P nu sunt de
aceeasi parte a dreptei MN, adica nu este indeplinita conditia: pentru fiecare dreapta
care contine o latura, varfurile patrulaterului ce nu apartin acestei drepte sunt de
aceeasi parte a ei. Un astfel de patrulater se numeste patrulater concav. Patrulaterul
LMNP din figura 5 este concav. Patrulaterul QRST din figura 6 este, de asemenea,
concav.

D \
/\\Cl
A B
Fig. 3
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H
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Fig.5
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Fig. 6




Patrulaterul convex. Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex

f L e B )

¢ Elementele unui patrulater convex ABCD sunt: D
> varfurile patrulaterului (punctele A, B, C, D); c
> laturile patrulaterului (segmentele AB, BC, CD, DA);
> unghiurile patrulaterului («ABC, «BCD, «CDA, «DAB); A B =

> diagonalele patrulaterului (segmentele AC si BD).
¢ Doua laturi care au un punct comun se numesc laturi consecutive sau laturi vecine (de exemplu:
laturile BC si CD).
¢ Doua laturi care nu sunt consecutive se numesc laturi opuse (de exemplu: laturile AB si CD).
¢ Doua unghiuri sunt opuse daca nu au in comun o latura a patrulaterului (de exemplu: unghiurile ABC
si ADC sunt opuse).
¢ Doua unghiuri care nu sunt opuse sunt unghiuri alaturate.
k’ Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex este egala cu 360°.

e Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

Deseneaza un patrulater convex ABCD si un patrulater concav MNPQ.

Explica de ce:
a) MNPQ din figura 7 nu este un patrulater; b) EFGH din figura 8 nu este un patrulater.
Q
E G
M N P F H
Fig. 7 Fig.8

In patrulaterul convex ABCD, numeste latura opusa laturii BC si unghiul opus unghiului BCD.

Pentru un triunghi ABC, numeste si hasureaza semiplanul in care se poate gasi:
a) punctul D, astfel incat ABDC sa fie patrulater convex;

b) punctul £, astfel incat ABCE sa fie patrulater convex;

¢) punctul F, astfel incat AFBC sa fie patrulater convex.

B stiind ca ABCD este patrulater convex si ca E este un punct astfel incat C apartine segmentului ED, este
posibil ca ABCE sa fie patrulater? Poate fi si convex?

[@ a) Deseneazi un patrulater convex ABCD, in care «A = 60°, «B = 70° si «C = 140°. Care este masura
unghiului D?

b) Aceeasi problema, stiind ca «A = 80°, «B =30° si «C = 100°.
a) Poti construi un patrulater convex astfel incat suma masurilor a trei unghiuri sa fie 170°?

b) Poti construi un patrulater convex astfel incat suma masurilor a trei unghiuri sa fie 180°?

E) a) Construieste un patrulater convex ABCD, astfel incat «A = «C = 30° si «B = «D. D
b) Unghiul A al patrulaterului ABCD din figura 9 este ascutit, iar unghiurile B si D
sunt drepte. Demonstreaza ca unghiul C este obtuz. C

E) Calculeaza masurile unghiurilor unui patrulater convex, stiind ca ele sunt direct
proportionale cu numerele 1,5, 2, 3 si, respectiv, 3,5. A Fig. 9

) Calculeaza méasurile unghiurilor unui patrulater convex, stiind ca ele sunt invers
proportionale cu numerele 0,(3), 0,25, 0,2 si, respectiv, 0,1(6).




4 + PATRULATERUL

‘ @
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20 R

¥} Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F.
4,5 puncte
Daca ABCD este un patrulater convex, atunci:
a) punctele A si B sunt de o parte si de alta a dreptei CD; A F
b) trei dintre punctele A, B, Csi D sunt coliniare; A F
c) segmentele ACsi BD sunt diagonalele patrulaterului. A F
(2 ] incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 2 puncte
Se considera un patrulater convex ABCD cu unghiurile B si D complementare. Atunci:
A. unghiurile A si C sunt ascutite;
B. unghiurile A si C sunt drepte;
C. unghiul A este ascutit si unghiul C este obtuz;
D. unghiurile A si C sunt obtuze.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2,5 puncte
Patrulaterul convex ABCD are unghiurile opuse suplementare. Daca «B = x + 75° si «D = x - 15°, atunci
x este egal cu |:|

J

(I V:WA Paralelogramul. Definitie si proprietati

' |

A Ne amintim

criteriile de congruenta a triunghiurilor;

constructia a doua drepte paralele folosind rigla si echerul;
proprietatile unghiurilor formate de doua drepte paralele cu o secanta;
criteriile de paralelism.

* 6 o o

&7 Rezolvam impreuni

ProBLEMA 1

Foloseste rigla si echerul si construieste un patrulater cu laturile opuse paralele.
Demonstratie (activitate frontald):
— Folosind rigla si echerul, construim doua drepte paralele a si b (figura 1). Notdm cu A si B punctele de intersectie
a unei secante c cu dreptele paralele a si b. Printr-un punct Csituat pe dreapta b, construim paralela la dreapta ¢,
care intersecteaza dreapta a in punctul D (figura 2).
Patrulaterul ABCD are laturile opuse paralele.

Fig. 1 Fig. 2




Paralelogramul. Definitie si proprietati

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

Rezolvarea problemei anterioare aratd ca exista patrulatere cu laturile opuse paralele. Un patrulater care
are laturile opuse paralele se numeste paralelogram. Prin urmare, patrulaterul ABCD din figura 2 este un
paralelogram, deoarece AB || CD si AD || BC. Se pun doua intrebadri.

Prima intrebare:

Raspunsul la intrebare il gasim in figurile de mai jos. Figurile pun in

Ce proprietati au laturile, evidenta un paralelogram ABCD si elemente ale acestuia, dupa cum

unghiurile si diagonalele urmeaza: laturile opuse (figura 3), unghiurile opuse si unghiurile alaturate
unui paralelogram? (figura 4), respectiv diagonalele paralelogramului (figura 5).

Figurile sugereaza ca:

- laturile opuse ale paralelogramului sunt congruente (figura 3);

- unghiurile opuse ale paralelogramului sunt congruente (figura 4);

- punctul de intersectie a dlagonalelor paralelogramului este mulocul fiecarei dlagonale (figura 5).

S LT T

F/g 3 Fig. 4 Fig. 5

Daca ABCD este paralelogram, demonstreaza ca:

a) laturile opuse ale paralelogramului sunt congruente (figura 3);

b) unghiurile aldturate ale paralelogramului sunt suplementare (figura 4);

¢) unghiurile opuse ale paralelogramului sunt congruente (figura 4);

d) punctul de intersectie a diagonalelor paralelogramului este mijlocul fiecarei diagonale (figura 5).
Demonstratie (activitate frontald):
a) Deoarece ABCD este paralelogram, laturile opuse sunt paralele, adica
AB || CDsi BC|| AD (figura 6). Punem in evidentd diagonala BD.
Din AB || DC si DB - secanta rezulta «1 = «2, iar din BC || AD si DB - secantd
rezulta «£3 = «4 (doua drepte paralele determina cu o secanta unghiuri alterne
interne congruente). Fig. 6
Deoarece «1 = «2, DB = BD si 3 = «4, deducem ca triunghiurile CDB si ABD sunt congruente (criteriul de
congruenta ULU). Din congruenta celor doua triunghiuri rezulta CD = AB, CB=AD si «C = £A.
b) Din AB || CD si AD - secantd rezultd cd «A + «D = 180°, iar din BC || AD si AB - secantd rezultd ca «A + «B = 180°.
Cum +A = «Csi «B = «D, rezulta si ca «B + «C = 180°, «C + «D = 180° si «D + «A = 180°, deci unghiurile alaturate
ale paralelogramului sunt suplementare.
c) Din <A + «B=180° si «A 4+ «D = 180° rezulta ca A + «B = «A + «D, de unde «B = «D. Relatiile «C= «A si «B=«D
arata ca unghiurile opuse ale paralelogramului sunt congruente.
d) Punem in evidenta diagonala AC si AC n BD = {O}. Din demonstratia de la a) avem «1 =2 (1) si AB=CD (2).
Unghiurile BAC si DCA sunt unghiuri alterne interne congruente formate de AB || CD si secanta AC, adica
#BAC = «DCA (3). Din (1), (2), (3) si cazul de congruenta ULU rezulta ca ABAO = ADCO. Din definitia congruentei
unghiurilor rezulta ca AO = CO si BO = DO, adica punctul de intersectie a diagonalelor paralelogramului este
mijlocul fiecarei diagonale.
A doua intrebare:

Pentru a raspunde la aceasta intrebare,

Ce conditii trebuie pe foaia cu pdtratele construim un D ¢
indeplinite de laturile, patrulater ABCD, ca in figura 7, unde
de unghiurile sau de AB|| CD si AB=CD=5 (um).
diagonalele unui patrulater Figura rezultata sugereaza ca patrula- y 5

pentru ca acesta sa fie terul ABCD astfel construit este un

Fig. 7
paralelogram? paralelogram. 9 Iuml
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Arata cd un patrulater convex este paralelogram daca:
a) doua laturi opuse sunt paralele si congruente; b) laturile opuse sunt congruente;
c) unghiurile opuse sunt congruente; d) unghiurile aldturate sunt suplementare;
e) diagonalele au acelasi mijloc.
Rezolvare (activitate frontald):
a) Patrulaterul ABCD din figura 8 are AB || CD si AB = CD.
Din AB || DCsi AC - secanta rezultd «2 = «4 (doua drepte paralele determina cu
o secanta unghiuri alterne interne congruente). Deoarece AB = CD, 2 = 44 si
AC = CA, deducem ca triunghiurile BAC si DCA sunt congruente (criteriul de
congruentd LUL), de unde rezultd c& 3 = «1. Fig. 8
Deoarece dreptele AD si BC formeaza cu secanta AC unghiurile 1 si 3 alterne interne congruente, rezulta ca
AD || BC (criteriu de paralelism). Avand laturile opuse paralele (AB || CD si AD || BO), patrulaterul ABCD este
paralelogram.
b) Patrulaterul ABCD din figura 9 are laturile opuse congruente, adica AB=CD
si BC=AD. Deducem ca triunghiurile ABC si CDA sunt congruente (criteriul de
congruentd LLL). Din congruenta celor doua triunghiuri rezulta ca «3 = «1 si A
£2=<«4. Fig. 9 B
Deoarece dreptele AD si BC formeaza cu secanta AC unghiurile 1 si 3 alterne interne congruente, rezulta ca
AD || BC (criteriu de paralelism). Analog, deoarece «2 = ¢4, rezulta ca AB || CD. Avand laturile opuse paralele
(AB|| CD si AD || BO), patrulaterul ABCD este paralelogram.
c) Patrulaterul ABCD din figura 10 are unghiurile opuse congruente

(¥kA=«Csi«B=+«D)si «A + «B + «C+ «D = 360°.
Rezulta ca «A + «B + «A + «B =360°, de unde <A + «B = 180°.
Din «A + «B = 180° si «B = «D rezulta ca «A + «D = 180°.

Deoarece dreptele AB si DC formeaza cu secanta AD unghiurile A si D Fig. 10

suplementare («A + «D = 180°), rezultd cd AB || CD (criteriu de paralelism). Analog, deoarece dreptele AD si BC
formeaza cu secanta AB unghiurile A si B suplementare («A + «B = 180°), rezultd ca AD || BC.

Avand laturile opuse paralele (AB|| CD si AD || BC), patrulaterul ABCD este paralelogram.

d) Deoarece patrulaterul ABCD are unghiurile alaturate suplementare, din €A + «D = 180° rezultd cd AB|| CD, iar din
A + «B = 180° rezulta AD || BC.

Prin urmare, avand laturile opuse paralele, patrulaterul ABCD este paralelogram. D C
e) Diagonalele patrulaterului ABCD din figura 11 au acelasi mijloc, adica AO= CO

si BO = DO, unghiurile AOB si COD, fiind opuse la varf, sunt congruente si o)

AAOB = ACOD (LUL). Din congruenta celor doua triunghiuri rezulta ca AB=CD.

Analog, BC = DA, din congruenta triunghiurilor BOC si DOA (LUL). Fig. 11 B

Prin urmare, avand laturile opuse congruente, patrulaterul ABCD este paralelogram (conform punctului b)).

Enunturile si rezolvarile problemelor anterioare conduc la formularea urmatoarelor teoreme.

Teorema Teorema reciproca

Laturile opuse ale unui paralelogram sunt Patrulaterul care are laturile opuse congruente
congruente. este paralelogram.

Doua laturi opuse ale unui paralelogram sunt Patrulaterul care are doua laturi opuse paralele si
paralele si congruente. congruente este paralelogram.

Unghiurile opuse ale unui paralelogram sunt Patrulaterul care are unghiurile opuse congruente
congruente. este paralelogram.

Unghiurile alaturate ale unui paralelogram sunt Patrulaterul care are unghiurile alaturate
suplementare. suplementare este paralelogram.

Patrulaterul ale carui diagonale au acelasi mijloc

Diagonalele unui paralelogram au acelasi mijloc.
este paralelogram.




Paralelogramul. Definitie si proprietati

f L~ B )

¢ Definitia paralelogramului
Patrulaterul care are laturile opuse paralele se numeste paralelogram.
+ Proprietatile paralelogramului (referitoare la laturi, unghiuri si diagonale):
> laturile opuse sunt paralele;
> laturile opuse sunt congruente; 00
» unghiurile opuse sunt congruente;
» unghiurile alaturate sunt suplementare;
» diagonalele au acelasi mijloc.
¢ Pentruademonstraca un patrulater este paralelogram, este suficient sa aratam ca esteindeplinita
una dintre urmatoarele conditii:
> patrulaterul are laturile opuse congruente;
» patrulaterul are doua laturi opuse paralele si congruente;
» patrulaterul are unghiurile opuse congruente;
» patrulaterul are unghiurile alaturate suplementare;

» diagonalele patrulaterului au acelasi mijloc.
& J

Atentie la exprimare! Exprimarea ,are laturile opuse paralele” nu este sinonima cu exprimarea

“09- P are laturi opuse paralele”. De exemplu, patrulaterul MNPQ are laturile opuse paralele (MN || PQ si
MQ || PN), iar patrulaterul EFGH are laturi opuse paralele (EF || HG), dar nu are laturile opuse paralele,
deoarece EH } FG (figura 12).
6 Q P H G

M N E F
Fig. 12

Analog, exprimarea ,are unghiurile opuse congruente” nu este sinonima cu exprimarea ,are unghiuri opuse
congruente” si exprimarea ,are unghiurile aldturate suplementare” nu este sinonima cu exprimarea ,are
unghiuri aldturate suplementare”.

[#* Aplicim cunostintele

Se considera doua puncte M si P. Cercul ¢, cu centrul in punctul M, si cercul ¢, cu
centrulin punctul P, au razele congruente (figura 13). Cercul ¢, cu centrul in punctul P,
intersecteaza cercul ¢, in punctul Q. Punctul N este pe cercul ¢, si MN = PQ. \ I?/ /O\\
P

~

Demonstreaza ca dreptele MQ si NP sunt paralele.

Demonstratie (activitate frontald):

Deoarece P si Q sunt puncte ale cercului ¢, rezulta ca MP=MQ. Dar NP=MP, ca raze )

ale cercului ¢,. Rezultéd cd NP = MP = MQ, de unde NP = MQ. Deoarece MN = PQ (din Fig. 13

enunt), MP = PM si NP = MQ, rezulta ca AMNP = APQM (criteriul de congruentd LLL). Din congruenta celor doua
triunghiuri rezulta NP = MQ. Deoarece MN = PQ si NP = MQ, rezulta ca patrulaterul MNPQ are laturile opuse
congruente si, ca urmare, este paralelogram. Fiind paralelogram, are laturile opuse paralele, adica MQ || NP.
Rezulta ca dreptele MQ si NP sunt paralele.

A M __
4 Portofoliu

1 |
1 I
: Se dd o dreapta a si un punct P, care nu apartine dreptei. Folosind doar o rigla negradata si compasul, !
i construieste prin punctul P paralela b la dreapta a. Precizeaza etapele constructiei. I
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g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) a) Scrie definitia paralelogramului.
b) Deseneaza un paralelogram MNPQ.

B2 Un unghi al unui paralelogram are masura de 40°. Calculeaza masurile celorlalte trei unghiuri.

D C
E) Patrulaterul ABCD este un paralelogram pentru care B = 4x°+ 15° si «D = 6x° — 27°.
Calculeaza masurile celor patru unghiuri ale paralelogramului. p N
@ infigura 14, ABCD si AMNP sunt paralelograme. Care este relatia dintre «D i m 5
si «N? Dar dintre «N si «C? Justifica raspunsurile. Fig. 14

B infigura 15, punctul O este mijlocul segmentelor AM si NP. Demonstreaza ca MN || AB si MP || AC.

0@ Fie ABCD un paralelogram. Din varfurile Bsi D se construiesc perpendicularele pe diagonala AC. Se noteazé
cu M si N picioarele acestora. Demonstreaza ca patrulaterul BMIDN este paralelogram.

in figura 16, ABCD este un paralelogram, iar M, N, P, Q sunt mijloacele segmentelor OA, OB, OC, OD.
Demonstreaza ca MNPQ este paralelogram.

€ Daci ABCD este un paralelogram si AM = CN (figura 17), demonstreaza ca patrulaterul BNDM este
paralelogram.

A
P N N
/X
L\
N P
B M C B C A B
Fig. 15 Fig. 16 Fig. 17
) Patrulaterul ABCD este paralelogram. Prin varfurile A, respectiv C se construiesc doua drepte paralele care
intersecteaza dreapta BD in punctele M, respectiv N. Demonstreaza ca:
a) DM = BN; b) AMCN este un paralelogram.
) Fie MNPQ un paralelogram, punctul O — mijlocul laturii MP si R — un punct oarecare pe segmentul MN.
Daca punctul S este simetricul punctului R fata de punctul O, demonstreaza ca MRPS este paralelogram.

@h
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

E) Daca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste literaF. 4,5 puncte
Un patrulater ABCD este paralelogram daca:

a) laturile AD si BC sunt congruente; A F
b) laturile AD si BC sunt paralele; A F
c) diagonalele patrulaterului au acelasi mijloc. A F
(2] incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 2 puncte

Un patrulater ABCD este un paralelogram daca:

A. nicio pereche de unghiuri alaturate ale patrulaterului nu sunt unghiuri suplementare;

B. osingura pereche de unghiuri alaturate ale patrulaterului sunt unghiuri suplementare;
C. exact doua perechi de unghiuri alaturate ale patrulaterului sunt unghiuri suplementare;
D. trei dintre perechile de unghiuri aldturate ale patrulaterului sunt unghiuri suplementare.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2,5 puncte

. . . . «CB
Daca ABCD este paralelogram, cu BC = 2AB si «B = 2«A, atunci valoarea raportului *

wl

D este egala
B




Aplicatii in geometria triunghiului

Aplicatii in geometria triunghiului: linia mijlocie in triunghi,
aadkakd centrul de greutate al unui triunghi

¢ definitia paralelogramului si proprietatile paralelogramului;
¢ cum demonstram cad un patrulater este paralelogram;
¢ definitia medianei unui triunghi si proprietatile medianelor unui triunghi.

&7] Rezolvam impreuns

Mijlocul laturii AB a unui triunghi ABC se noteaza cu M, iar mijlocul laturii AC se noteaza cu N. Demonstreaza
ca dreptele MN si BC sunt paralele, iar lungimea segmentului MN este egald cu jumatate din lungimea
segmentului BC.

Demonstratie (activitate frontald):

~

1
Desenam punctul P pe dreapta MN, astfel incat MN= NP (figura 1). Deci, MN = EMP'

Deoarece AN = NC (din ipotezd), kvANM = «CNP (ca unghiuri opuse la varf) si MN = PN
(din constructie), conform criteriului LUL rezulta cd AANM = ACNP. Din congruenta
triunghiurilor rezulta ca «MAN = «PCN si AM = CP. Deoarece unghiurile MAN si PCN
sunt unghiuri alterne interne congruente, determinate de dreptele AB si CP cu
secanta AG, rezulta ca dreptele AB si CP sunt paralele (criteriu de paralelism), adica
AB || CPsi MB || CP. Cum AM = MB (din ipoteza) si AM = CP, rezultd cd MB = CP. Din
MB || CP si MB = CP rezulta ca patrulaterul MBCP este paralelogram si BC= MP, iar

din MN=%MP rezulta ca MN=%BC.

PROBLEMA 2

Mijlocul laturii AB a unui triunghi ABC se noteaza cu M. Paralela prin M la dreapta BC intersecteaza dreap-
ta ACin punctul N. Demonstreaza ca punctul N este mijlocul laturii AC si ca lungimea segmentului MN este
egala cu jumatate din lungimea segmentului BC.

Demonstratie (activitate frontald):

Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca punctul N nu este mijlocul laturii AC
(figura 2). In aceastd situatie, un alt punct P este mijlocul segmentului AC. Deoarece
AM = MB si AP = PC, conform problemei anterioare, rezulta MP || BC. Aceasta inseamna
ca prin punctul M trec doua paralele distincte la dreapta BC, ceea ce este absurd,
deoarece contrazice axioma lui Euclid. Prin urmare, presupunerea ca punctul N nu este
mijlocul laturii AC este falsa. Rezulta ca N este mijlocul segmentului AC si, conform

demonstratiei anterioare, MN =%BC. Asadar, AN=NCsi MN = %BC.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Pentru ca segmentul MN este determinat din mijloacele a doua laturi ale triunghiului ABC, acesta este numit
linie mijlocie. Cele doua probleme descriu afirmatii importante referitoare la linia mijlocie, care au fost justificate
printr-o succesiune de judecati bazate pe cunostintele anterioare.

Prin urmare, aceste afirmatii sunt teoreme: teorema liniei mijlocii si reciproca teoremei liniei mijlocii.




4 + PATRULATERUL

¢ Definitia liniei mijlocii
Linia mijlocie a unui triunghi este segmentul determinat de mijloacele a doua dintre laturile triunghiului.
Orice triunghi are trei linii mijlocii.

¢ Teorema liniei mijlocii
Linia mijlocie determinata de mijloacele a doua laturi ale unui triunghi este paralela cu cea de-a treia
latura si are lungimea egala cu jumatate din lungimea acesteia.

¢ Reciproca teoremei liniei mijlocii
Paralela la o latura a unui triunghi dusa prin mijlocul altei laturi este linie mijlocie a triunghiului.

N\

[#* Aplicim cunostintele

Demonstreaza ca medianele unuitriunghi sunt concurente intr-un punct, notat cu G, numit centrul de greutate
al triunghiului, situat pe fiecare mediand la doud treimi de varf si o treime de baza.
Demonstratie (activitate frontald):

Daca AD, BE si CF sunt mediane ale triunghiului ABC, rezulta ca D, E, respectiv F sunt
mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB (figura 3). Notam cu G intersectia medianelor
AD si BE. Cu G’ notam intersectia medianelor AD si CF, iar cu M si N notam mijloacele
laturilor AG, respectiv BG ale triunghiului ABG.
Demonstram urmatoarele afirmatii:

(1) MN || AB'si MN=%AB; (2) DE || AB'si DE=%AB;

Fig. 3

(3) DG = AD 5i AG=2AD; (4) DG'=AD s AG'=2 4D,

Deoarece GM = MA si GN = NB, rezulta ca MN este linie mijlocie a triunghiului ABG. Din teorema liniei mijlocii

1
rezultd ca MN || ABsi MN :EAB' adica (1). Din faptul ca DE este linie mijlocie a triunghiului ABC si din teorema

liniei mijlocii, rezulta ca DE || AB si DE=%AB, adica (2). Din (1) si (2) rezultd cd MN || DE si MN=DE=%AB.
Rezulta ca patrulaterul DEMN este paralelogram (are doua laturi opuse paralele si congruente). Prin urmare,

diagonalele patrulaterului au acelasi mijloc, adica GD = GM. Cum GM = MA, rezulta cd DG = GM = MA = %AD,
iar din AG = AD - GD rezulta ca AG = %AD. Prin urmare, DG:%AD Si AG=§AD, adica (3). Analog, se
demonstreaza ca DG':%AD Si AG’=£AD, adica (4). Deoarece G si G’ sunt puncte ale segmentului AD si

DG=DG' = §AD, rezulta ca punctele G si G’ coincid. Prin urmare, medianele sunt concurente in punctul G, care

se afld pe mediana AD la o treime de bazd si doud treimi de varf. Analog, se aratd cd punctul G se afld pe fiecare
mediand la o treime de bazd si doud treimi de varf.

A M.
8 Portofoliu

Se considerd un triunghi ABC si punctele A, B', C', astfel incat ABCB', 3 E /
ACBC' si BACA' sa fie paralelograme, ca in figura alaturatd. Se spune ca N /
triunghiul AB'C' este complementul triunghiului ABC. S
a) Demonstreaza ca dreptele AA’, BB'si CC'sunt concurente. .

b) Demonstreaza ca inaltimile AD, BE si CF ale triunghiului ABC sunt NS
concurente.

’
7
.




Aplicatii in geometria triunghiului

L% .

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeazs cunostintele

9

) Se noteazd cu M, N, P mijloacele laturilor AB, BC, respectiv CA ale triun- A Fig. 4
ghiului ABC. Demonstreaza ca perimetrul triunghiului MNP este jumatate din
perimetrul triunghiului ABC.

B} Punctele D si E sunt mijloacele laturilor BC si AC ale unui triunghi ABC
(figura 4). Stiind ca «B = 34°, «C = 46° si DE = 4 cm, calculeaza: B D ¢
a) lungimea segmentului AB; b) masura unghiului DEC. A

Fig. 5
E) Unghiul A al unui triunghi ABC este obtuz si punctul M este mijlocul latu- N /\ N

1
rii AB. Punctul N este pe segmentul ACsi MN :EBC (figura 5). Demonstreaza ca:

a) punctul N este mijlocul laturii AC;  b) dreptele MN si BC sunt paralele. - B

Punctele E si F sunt mijloacele laturilor AB si AC ale unui triunghi ABC. Se noteaza cu P mijlocul liniei mijlo-
cii EF si cu D, intersectia dreptelor BC si AP. Demonstreaza ca segmentul AD este mediand a triunghiului ABC.

B intr-un triunghi ABC, notdm cu M si N mijloacele laturilor AB, respectiv AC. Demonstreaza ci punctul de
intersectie a segmentului MN cu mediana AP este mijlocul segmentelor MN, respectiv AP. C

0@ Fie punctele Dssi E pe latura AB, respectiv F si G pe latura AC a triunghiului ABC,
astfel incat FD este linie mijlocie a triunghiului AEG si GE este linie mijlocie a G
triunghiului ABC. Prin punctul F se construieste paralela la dreapta AB, care

intersecteaza latura BC'in punctul H (figura 6). Demonstreaza ca FH :%AB.

Un triunghi ABC are perimetrul egal cu 6 cm, AB = 1,6 cm si BC = 24 cm.
Paralelele prin varfurile triunghiului la laturile acestuia se intersecteaza
doua cate doua in punctele A’, B’si C’ (figura 7). Calculeaza perimetrul triun-
ghiului AB'C".

B} in triunghiul ABC, notam cu M si N mijloacele laturilor AB, respectiv AC, iar P
este un punct oarecare pe latura BC. Daca AP n MN = {O}, demonstreaza ca N
punctul O este mijlocul segmentului AP. Fig. 7 ‘A,

E) in paralelogramul ABCD, notam cu M si N mijloacele laturilor BC, respectiv CD. Daca diagonala BD inter-
secteazd segmentele AMsi ANin punctele P, respectiv Q, demonstreaza ca patrulaterul APCQ este paralelogram.

) in paralelogramul ABCD, notam cu M si N mijloacele laturilor AB, respectiv CD si cu O notam punctul de
intersectie a diagonalelor. Daca diagonala AC intersecteaza segmentele DM si BN in punctele E, respectiv F,
demonstreaza ca: a) punctele M, O si N sunt coliniare; b) segmentele AE, CF si EF sunt congruente.

: ; @,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE =) A

€] Daci afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste literaF. 4,5 puncte
Daca se noteaza cu E si F mijloacele laturilor BC, respectiv AC ale unui triunghi ABC, atunci:

a) semidreapta AE este o bisectoare a triunghiului ABC; A F
b) segmentul BF este o mediana a triunghiului ABC; A F
c) segmentul EF este o linie mijlocie a triunghiului ABC. A F
Qa Alege litera corespunzatoare raspunsului corect. 2 puncte

Punctul M este mijlocul laturii BC a triunghiului ABC si AM =12 cm. Un punct G al segmentului AM este
centrul de greutate al triunghiului ABC daca:
A.AG=4cm; B.MG=8cm; C.AG=8cm; D.MG=5cm.

A
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2,5 puncte
Se considera un punct S in interiorul triunghiului ABC si se noteaza cu
M si N mijloacele laturilor AB, respectiv AC, ca in figura alaturata. Daca Q si P M

sunt mijloacele laturilor SB, respectiv SC, BC=5 cm si AS = 2 cm, atunci suma
lungimilor laturilor patrulaterului MNPQ este egala cu |:| cm. ) C

N\ B Y,

N
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‘A Ne amintim

NI V:X‘® Dreptunghiul. Definitie si proprietati

¢ definitia si proprietatile paralelogramului;

¢ cum demonstram ca un patrulater este paralelogram;
¢ definitia medianei unui triunghi si proprietatile medianelor unui triunghi.

¥ Observim si descoperim cunostinte noi

In multe obiecte din jurul nostru se regasesc forme geometrice. Mai jos puteti admira o frumoasa fereastra
romaneasca din perioada interbelicd, in care recunoasteti cu sigurantd forma geometrica denumita dreptunghi.

~ oA

C)SSC]
. Perioada interbelicd desemneaza intervalul de 21 de ani dintre cele doua
>ﬂ'§ Razboaie Mondiale (1918-1939). Aceasta a fost:
® J -0 perioada zbuciumata in care, in ciuda pacii aparente, conflictele erau in

o==stare |atentd;
©

-+ D . . :
)~ lumii: fascismul, nazismul si comunismul;
— una dintre cele mai frumoase perioade ale Bucurestiului.

— perioada in care s-au concretizat cele trei ideologii care au schimbat fata

Multe dintre planurile si cladirile realizate in acea perioada exista si astazi.

e Dreptunghiul este paralelogramul care are un unghi drept.
dreptunghiul? Reformulam teoremele: DTgor 9011 ¢
e Teorema 1 (figura 1):

Teoreme: Ipoteza: ABCD este dreptunghi.
1. Toate unghiurile unui dreptunghi Concluzia: «A = «B=+«C=«D=90°. 4020 90°]
sunt drepte. ¢ Teorema 2 (figura 2): Fig. 1
2. Diagonalele unui dreptunghi sunt Ipoteza: ABCD este dreptunghi. D C
congruente. Concluzia: AC=BD. 0
3. Daca un paralelogram are diago- e Teorema 3 (figura 2):
nalele congruente, atunci paralelo- Ipoteza: ABCD este paralelogram si AC= BD.A 8
gramul este dreptunghi. Concluzia: ABCD este dreptunghi. Fig. 2

&7| Rezolvim impreuni

Conform ipotezei, ABCD este dreptunghi. Din defini-
tia dreptunghiului rezulta ca ABCD este paralelogram
si are un unghi drept, de exemplu <A = 90°. Dar un-
ghiurile opuse ale unui paralelogram sunt congruente,
iar unghiurile aldturate sunt suplementare. Prin urma-
re: «A = 90°, «C = «A, «A + «B = 180°, «D = «B. Din
aceste relatii rezulta concluzia teoremei:
A=+B=+«C=+«D=90°

N

Conform ipotezei, ABCD este dreptunghi. Din definitia
dreptunghiului rezulta ca ABCD este paralelogram. Dar
laturile opuse ale unui paralelogram sunt congruente.
Conform teoremei 1, dreptunghiul are toate unghiurile
drepte. Prin urmare: AB=DC, +ABC=+DCB=90°, BC=CB.
Din aceste relatii rezulta ca AABC = ADCB (criteriul CC).
Din congruenta triunghiurilor dreptunghice ABC si
DCB rezulta ca AC=BD.

Notam cu O punctul de intersectie a diagonalelor paralelogramului ABCD. Deoarece diagonalele au acelasi
mijloc si AC = BD, rezulta ca OA = OC = OB = OD. Prin urmare, triunghiurile AOB si BOC sunt isoscele. Unghiurile
alaturate bazei unui triunghi isoscel sunt congruente. Notam cu a mdsura unghiurilor alaturate bazei AB




Dreptunghiul. Definitie si proprietati

a triunghiului isoscel AOB si notam cu 3 masura unghiurilor alaturate bazei BCa triun- D C
ghiului isoscel BOC (figura 3). Din suma masurilor unghiurilor in triunghiul ABC rezulta: B
a+B+a+p=180°deunde a+ f3=90°sau «ABC = 90°. Avand un unghi drept, para- g
lelogramul ABCD este dreptunghi (definitia dreptunghiului). B

o o
Observam urmatoarele: A Fig. 3

¢ Teorema 2 poate fi formulata si astfel:
Dacd un paralelogram este dreptunghi, atunci diagonalele lui sunt congruente.
+ Reciproca acestei teoreme este teorema 3:
Daca un paralelogram are diagonalele congruente, atunci paralelogramul este dreptunghi.
¢ Cele doua teoreme au ca ipotezd comund faptul ca patrulaterul ABCD este paralelogram:
- daca la jpoteza comund adaugam ipoteza ABCD — dreptunghi, obtinem concluzia AC = BD, adica teorema 2;
- daca la ipoteza comund adaugam jpoteza AC = BD, atunci concluzia este ABCD — dreptunghi, adica teorema 3.
De aceea despre conditiile ABCD - dreptunghi si AC = BD se spune ca sunt echivalente in ipoteza comuna
ABCD - paralelogram (una dintre conditii o implica pe cealalta si reciproc).
Notam: Daca ABCD este paralelogram, atunci ABCD - dreptunghi < AC = BD.
Asadar, putem sa enuntam si sa reformuldm teorema 2 si teorema 3 sub forma unei singure teoreme astfel:
Un paralelogram este dreptunghi daca si numai daca diagonalele sale sunt congruente.
SAU: O conditie necesara si suficientd ca un paralelogram sa fie dreptunghi este ca diagonalele sale sa fie congruente.

f L e B )
¢ Definitia dreptunghiului
Dreptunghiul este paralelogramul care are un unghi drept.
Deoarece este un paralelogram, dreptunghiul are toate proprietatile paralelogramului.
Proprietati specifice dreptunghiului (pe care nu le are paralelogramul):
> unghiurile unui dreptunghi sunt drepte;
> diagonalele unui dreptunghi sunt congruente.
¢ Pentru a demonstra ca un paralelogram este dreptunghi, este suficient sa aratam ca este indepli-
nita una dintre urmatoarele conditii:
> paralelogramul are un unghi drept;
> paralelogramul are diagonalele congruente.

[#* Aplicim cunostintele

In clasa a Vl-a au fost enuntate si demonstrate teorema medianei si reciproca teoremei medianei. Acum, vom
demonstra aceste teoreme utilizdnd cunostinte despre paralelogram si dreptunghi.

Teorema medianei: Lungimea medianei corespunzatoare ipotenuzei unui triunghi dreptunghic este egala
cu jumatate din lungimea ipotenuzei.
Demonstratie (activitate frontala): Pe semidreapta AM luam punctul D, astfel incat

1
MD = MA si AV = —AD. Din AM — mediand in triunghiul ABC rezulta ca MB = MC.
2

Deoarece MD=MA si MB=MC, rezulta ca M este mijlocul diagonalelor patrulaterului
ACDB si, ca urmare, ACDB este paralelogram. Cum «BAC = 90°, rezulta ca ACDB este

1 1
dreptunghisi AD = BC. Din AM = — ADsi AD = BC rezulta ca AM = — BC (figura 4). ¢ Fig. 4
2 2

Reciproca teoremei medianei: Dacd lungimea medianei corespunzatoare laturii unui triunghi este juma-
tate din lungimea acelei laturi, atunci triunghiul este dreptunghic, iar latura respectiva este ipotenuza triun-
ghiului dreptunghic.

Demonstratie (activitate frontald): Construim dreptele BD si CD, astfel incat CD || AB
si BD || AC (figura 5). Rezulta ca ACDB - paralelogram (patrulaterul cu laturile opuse
paralele este paralelogram).

Notam cu N punctul de intersectie a diagonalelor. Cum N este mijlocul fiecarei dia-
gonale, rezulta ca IV este mijlocul diagonalei BC. Deoarece AM este mediana cores-
punzatoare laturii BC, rezulta ca VM este mijlocul diagonalei BC. Cum mijlocul unui
segment este unic, rezulta ca punctele M si N coincid. Prin urmare, M este mijlocul diagonalelor AD si BC.

Fig. 5 !
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In consecinta, si, cum , rezulta AD = BC. Prin urmare, paralelogramul ABDC este drept-

unghi si «BAC = 90°, deci triunghiul ABC este dreptunghic cu ipotenuza BC.

e Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

ED Deseneaza un dreptunghi ABCD si noteaza cu O punctul de intersectie a diagonalelor. Completeaza
spatiile punctate cu raspunsul corect:

a)Daca AB=5cmsiBC=3cm,atunciCD=...siAD=....

b) Daca AC=10cm, atunciCO=...siDO=.... c¢)DacaBO=8cm,atunciBD=...siAC=....

d) Daca «AOB = 110° atunci «ACD = ... si «£ADB =.... e)Daca «BOC=60° atunci «BAO=...si£ACB=....
B} Un paralelogram ABCD, ale cérui diagonale se intersecteaza in punctul O, are masura unghiului BDC egala
cu 35° si masura unghiului BOA este egala cu 110°.

a) Calculeaza masurile unghiurilor ABO, AOD si BAC. b) Demonstreaza ca patrulaterul ABCD este dreptunghi.
a Pe un cerc cu centrul intr-un punct O se considera punctele A, B, C, D astfel incat punctele A si C, respectiv B
si D sa fie puncte diametral opuse. Demonstreaza ca patrulaterul ABCD este dreptunghi.
@ Punctele M, N, Psi Q sunt mijloacele laturilor patrulaterului ABCD, AB= AD
si BC= DC (figura 6). Demonstreaza ca patrulaterul MNPQ este dreptunghi.
B Se considera un triunghi ABC si se noteaza cu D simetricul punctului A A c
fata de mijlocul laturii CB.

a) Construieste figura geometrica. M

b) Daca AD=BC, demonstreaza ca patrulaterul ABDC este dreptunghi. B
A se considera un paralelogram ABCD. Stiind c& «<ACD = «ABD, demonstreaza cd ABCD este dreptunghi.
Fie ABCD un patrulater cu diagonalele perpendiculare. Daca punctele E, F, G si H sunt mijloacele laturilor
AB, BC, CD, respectiv DA, demonstreaza ca patrulaterul EFGH este dreptunghi.
€] Diagonalele unui paralelogram ABCD se intersecteaza in punctul O. Stiind c& triunghiul AOB este
echilateral, calculeaza masura unghiului ABC.
E) Se considera un dreptunghi ABCD. Pe diagonala AC se ia un punct E, astfel incat CE = BC, si se noteaza cu F
intersectia dreptelor BE si AD. Daca punctul G este simetricul punctului F fata de punctul A si GE n AB = {H},
demonstreaza ca FH este indltime in triunghiul BFG.
) Triunghiul ABC are unghiul A obtuz. inaltimea din varful A intersecteaza latura BC in punctul P. Paralela
prin A la dreapta BC si perpendiculara in B pe BC se intersecteaza in Q. Paralela prin A la dreapta BC si
perpendiculara in C pe BC se intersecteaza in R. Demonstreaza ca AABC= APQR.

@ »
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

) Dacs afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste literaF. 4,5 puncte

N
Fig.6

a) Paralelogramul cu doua unghiuri alaturate congruente este dreptunghi. A F
b) Patrulaterul cu doua unghiuri opuse congruente este dreptunghi. A F
c) Paralelogramul cu doua unghiuri opuse suplementare este dreptunghi. A F
(2] incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 2 puncte

Daca o paralela la latura BC a triunghiului ABC intersecteaza laturile AB si AC in punctele M si N,
MN = %BC, atunci:

A. MN nu este linie mijlocie, pentru ca M si N nu sunt mijloacele laturilor AB si AC;
B. M este mijlocul laturii AB si N nu este mijlocul laturii AG;

C. N este mijlocul laturii AC si M nu este mijlocul laturii AB;

D. MN este linie mijlocie a triunghiului ABC.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2,5 puncte
Lungimea laturii BC a dreptunghiului ABCD este jumatate din lungimea diagonalei AC. Daca O este
kpunctul de intersectie a diagonalelor dreptunghiului, atunci masura unghiului BOC este egala cu )
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(NI 1V:%W Rombul. Definitie si proprietati

A Ne amintim

+ definitia si proprietatile paralelogramului;
+ definitia mediatoarei unui segment si proprietatea punctelor de pe mediatoare.

&7] Rezolvam impreuns

Folosind compasul, construim trei cercuri cu razele de aceeasi lungime in felul urmator:

* cu centrul intr-un punct A, desenam un cerc ¢, cu raza r, pe care luam doua puncte B si D;

* cu centrul in punctul B, desenam un cerc ¢, curazar;

* cu centrul in punctul D, desenam un cerc ¢, curazar,

* notam cu C, C# A, punctul in care cercurile ¢, si ¢; se intersecteaza.

Folosind rigla, construim patrulaterul ABCD si diagonalele acestuia (figura 1).
Demonstreaza ca:

a) laturile patrulaterului sunt congruente;

b) diagonalele patrulaterului sunt perpendiculare;

c) patrulaterul este paralelogram;

d) diagonalele patrulaterului sunt bisectoarele unghiurilor.
Demonstratie (activitate frontald):
a) Observam ca AB si AD sunt raze ale cercului ¢, CB este raza a cercului ¢, si CD este raza a cercului ¢, iar
AB = BC = CD = DA =r. Rezulta ca laturile patrulaterului ABCD sunt congruente.
b) Deoarece BA = BC, punctul B este egal departat de capetele segmentului AC. Rezulta ca punctul B este pe
mediatoarea segmentului AC (un punct este pe mediatoarea unui segment daca si numai dacd punctul este egal
depdrtat de capetele segmentului). Analog, deoarece DA = DC, punctul D este pe mediatoarea segmentului AC.
Prin urmare, dreapta BD este mediatoarea segmentului AC. Rezulta ca BD | AC (mediatoarea unui segment este
dreapta perpendiculard pe segment in mijlocul acestuia). Asadar, diagonalele patrulaterului ABCD sunt perpen-
diculare.
c) Dacd notam cu O punctul de intersectie a diagonalelor, conform punctului precedent rezultd ca O este
mijlocul diagonalei AC. Analog, aratam ca AC este mediatoarea segmentului BD si ca O este mijlocul segmen-
tului BD. Cum diagonalele patrulaterului ABCD au acelasi mijloc, rezulta ca patrulaterul ABCD este paralelogram.
d) Din AABD = ACBD (LLL) rezulta ca BD este bisectoarea unghiului ABC si ca DB este bisectoarea unghiului ADC.
Din AADC = AABC (LLL) rezulta ca AC este bisectoarea unghiului BAD si ca CA este bisectoarea unghiului BCD.
Deci, diagonalele patrulaterului sunt bisectoarele unghiurilor.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Problema precedentd arata ca exista paralelograme cu toate laturile
congruente si cd aceste paralelograme au diagonalele perpendiculare. Un astfel
de paralelogram se numeste romb. Prin urmare, patrulaterul ABCD din figura 1
este romb. Alaturat puteti admira un covor, in care recunoasteti rombul.

- bul? Rombul este paralelogramul cu doua laturi
€ este rombui: consecutive congruente (figura 2).

Teoreme:

1. Laturile rombului sunt congruente.

2. Diagonalele rombului sunt perpendiculare.
3. Daca un paralelogram are diagonalele perpendiculare, atunci paralelogramul este romb.

4, Diagonalele rombului sunt bisectoarele unghiurilor acestuia.

5. Daca o diagonala a unui paralelogram este bisectoarea unuia dintre unghiurile acestuia, atunci paralelo-
gramul este romb.

Fig. 1

Fig.2 g
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Teorema 1 (figura 3) Teorema 2 (figura 4) Teorema 3 (figura 4)
Ipoteza: ABCD — romb. Ipoteza: ABCD - romb. Ipoteza: ABCD - paralelogram;
Concluzia: AB=BC=CD=AD. Concluzia: AC | BD. AC 1 BD.
Concluzia: ABCD - romb.
D D D
A\ (0]
A C A C A C
\ /
Fig.3 B Fig.4 B Fig.5 B
Teorema 4 (figura 5) D Teorema 5 (figura 6)

Ipoteza: ABCD — romb.

/\ Ipoteza: ABCD - paralelogram;
Concluzia: A \\O / C «DAC = «BAC.

+«DAC = «BAC, «DCA = «BCA; Concluzia: ABCD - romb.
+ABD = «CBD, +ADB = «CDB.

Fig.6 B

¢ Teorema 2 poate fi formulata si astfel:
Daca un paralelogram este romb, atunci diagonalele lui sunt perpendiculare.
¢ Reciproca acestei teoreme este teorema 3:
Daca un paralelogram are diagonalele perpendiculare, atunci paralelogramul este romb.
¢ Teorema 2 si teorema 3 se pot enunta sub forma:
Un paralelogram este romb daca si numai daca diagonalele lui sunt perpendiculare.
SAU: O conditie necesara si suficientd ca un paralelogram sd fie romb este ca diagonalele lui sa fie
perpendiculare.
Reformulare: Daca ABCD este paralelogram, atunci ABCD este romb < AC _L BD.
¢ Teoremele 4 si 5 se pot enunta sub forma:
Un paralelogram este romb daca si numai daca o diagonala a paralelogramului este bisectoarea unuia
dintre unghiurile acestuia.
SAU: O conditie necesara si suficienta ca un paralelogram sa fie romb este ca o diagonald a paralelogramului
sa fie bisectoarea unuia dintre unghiurile acestuia.
Reformulare: Daca ABCD este paralelogram, atunci ABCD este romb < «BAC = «DAC.

f L~ B

¢ Definitia rombului
Rombul este paralelogramul cu doua laturi consecutive congruente.
Deoarece este un paralelogram, rombul are toate proprietatile paralelogramului.
Proprietati specifice rombului (pe care nu le are paralelogramul):
> toate laturile rombului sunt congruente;
» diagonalele rombului sunt perpendiculare;
» diagonalele rombului sunt bisectoarele unghiurilor acestuia.
¢ Pentru a demonstra ca un patrulater este romb, este suficient sa aratam ca are toate laturile
congruente.
¢ Pentru a demonstra ca un paralelogram este romb, este suficient sa aratam ca este indeplinita
una dintre urmatoarele conditii:
> doua laturi consecutive sunt congruente;
> diagonalele sunt perpendiculare;
> o diagonala este bisectoarea unuia dintre unghiuri. J

©0

.

[#* Aplicim cunostintele

Pe un cerc ¢, cu centrul in punctul O si raza r, se alege un punct Q si se construieste cercul ¢, cu centrul
in Qsiraza r. Se noteaza cu A si B punctele de intersectie a celor doua cercuri. Demonstreaza ca:
a) «OAQ =60°; b) AB L OQ; c) «AOB =120°.




Rombul. Definitie si proprietati

€(0,n N €,(Q,n=1{A B} A
+OAQ = 60°; AB 1 0Q; +AOB =120°.
Construim figura conform enuntului (figura 7). 0/ 0
Observam ca segmentele OA si OQ sunt raze ale cercului ¢, (OA=0Q =), \
iar segmentele QA si QO sunt raze ale cercului ¢,(QA=0Q=r).

Prin urmare, triunghiul AOQ este echilateral si «OAQ = 60°. 5
Observam ca laturile patrulaterului AOBQ sunt congruente, deoarece sunt raze ale Fig. 7
celor doua cercuri. Rezulta ca patrulaterul AOBQ este romb (patrulaterul cu laturile congruente este romb). Prin
urmare, AB 1 OQ (diagonalele unui romb sunt perpendiculare).
Rombul este un paralelogram. Deoarece suma masurilor a doua unghiuri aldturate ale unui paralelogram
este egala cu 180°, rezulta ca «OAQ + «AOB = 180°. Cum «OAQ = 60°, rezulta ca «AOB = 120°.

e Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) Se considera rombul ABCD si se noteaza cu O punctul de intersectie a diagonalelor rombului. Calculeaza
masurile unghiurilor rombului, stiind ca:

a) «ABD = 33%; b) tACD =715 c) «BCD = 2+ABC.
B Seconsiders paralelogramul ABCD. Mediatoarea diagonalei AC intersecteaza dreptele BC si AD in punctele
M si N. Demonstreaza ca AMCN este romb.
E) Se considera triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC, si se noteaza cu G centrul de greutate al triunghiului. Daca
punctul H este simetricul punctului A fata de punctul G, demonstreaza ca BHCG este romb.
Se considera paralelogramul ABCD. Demonstreaza ca ABCD este romb, daca:

a) «BAC = «DAG; b) AC L BD;

) lungimea unei laturi este egala cu media aritmetica a lungimilor celorlalte trei laturi ale paralelogramului.
a a) Demonstreaza ca mijloacele laturilor unui dreptunghi sunt varfurile unui romb (figura 8).

b) Demonstreaza ca mijloacele laturilor unui romb sunt varfurile unui dreptunghi (figura 9).
0@ Un triunghi ABC este isoscel, cu baza BC (figura 10). Perpendiculara in punctul B pe dreapta BC se
intersecteaza cu dreapta ACin punctul D. Se noteaza cu E punctul in care paralela prin punctul Bla dreapta AC
se intersecteaza cu paralela prin punctul C la dreapta AB. Demonstreaza ca:

1
a) ABCE= ACBA; b) ABEC este romb; c)AB= ECD.
P P

D C c £
Q N Q

H E
A M B M .

Fig. 8 Fig. 9 C “~o_ Fig.10

Un cerc cu centrul in varful A al unui unghi propriu intersecteaza laturile unghiului in punctele Bsi C. Se
noteaza cu D punctul in care paralela prin punctul C la dreapta AB se intersecteaza cu paralela prin punctul B
la dreapta AC. Demonstreaza ca dreapta AD este mediatoarea segmentului BC.
€ Un triunghi MNP are unghiul M drept (figura 11). Bisectoarea unghiului N / ’
intersecteaza latura MPin punctul Q. Perpendiculara in punctul P pe dreap-
ta NP intersecteaza dreapta NQ in punctul R. Daca RS || MPsi S € MN, demon-
streaza ca:

a) triunghiul QRP este isoscel;

b) patrulaterul QPRS este romb.

E) Punctul D este simetricul varfului B al unui triunghi echilateral ABC fata de
dreapta AC. Punctele M, N, E si F sunt mijloacele segmentelor AB, BC, AD, res-
pectiv DC. Dacd AN N CM = {P} si AF n CE ={Q} (figura 12), demonstreaza ca:

a) ABCD este romb;

b) AMCF este dreptunghi;

c) APCQ este romb.
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) Un patrulater ABCD are laturile AB, AD si DC congruente. Punctele M si N sunt D

mijloacele laturilor AB si AD, iar punctul O este mijlocul diagonalei AC (figura 13). C
Demonstreaza ca: N

a) triunghiul AON este isoscel; ’

b) daca ABCD este romb, atunci AMON este romb; 4

c) daca AMON este romb, atunci ABCD este romb. M

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20Y h

€] Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste literaF. 3 puncte

a) Rombul are diagonalele perpendiculare. A F

b) Daca un paralelogram are diagonalele perpendiculare, paralelogramul este romb. A F

c) O diagonala a unui romb este bisectoarea unuia dintre unghiurile rombului. A F
(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

Se noteaza cu O intersectia diagonalelor unui romb MNPQ. Daca MN = 2 - OQ, atunci:

a) masura unghiului NMO este egala cu ... 1) 30%

b) masura unghiului OQM este egala cu ... 2) 45°;

c) masura unghiului MQP este egala cu ... 3) 90°%;

d) masura unghiului QOP este egala cu ... 4) 60°%

5) 120°.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

Se noteaza cu O intersectia diagonalelor rombului ABCD. Daca masura unghiului ABD este egala
cu 37°, atunci masura unghiului ACD este egala cu |:|°.

' |

(N1 RN B Patratul. Definitie si proprietati

& Ne amintim

+ definitia si proprietati specifice paralelogramului, dreptunghiului si rombului; N
* teorema medianei: Dacad un triunghi este dreptunghic, atunci lungimea medianei corespunzdtoare ipotenuzei
este jumdatate din lungimea ipotenuzei;

¢ reciproca teoremei medianei: Dacd intr-un triunghi lungimea medianei este jumdtate din lungimea laturii pe
care cade, atunci triunghiul este dreptunghic;

¢ proprietatea punctelor mediatoarei unui segment.

&1 Rezolvam impreuni

ProBLEMA 1

Folosind echerul, deseneaza un unghi drept cu varful in punctul O. Folosind
compasul, construieste un cerc cu centrul in punctul O. Noteaza cu A, B, Csi D
intersectia cercului cu dreptele determinate de laturile unghiului si construieste
patrulaterul convex ABCD. Demonstreaza ca patrulaterul ABCD este romb cu un

/B
unghi drept. C k o} A

Demonstratie (activitate frontald): Rezulta figura 1, unde dreptele determinate
de laturile unghiului drept sunt perpendiculare, adica AC | BD. Deoarece razele
unui cerc sunt congruente, rezulta ca OA = OB= OC= OD si AC= BD. Prin urmare,

Fig.1 D




Patratul. Definitie si proprietati

patrulaterul ABCD are diagonalele congruente si punctul de intersectie a diagonalelor este mijlocul fiecarei
1
diagonale. Cum OA = OC, rezulta ca OB este mediana a triunghiului ABC si OB = EAC. Conform reciprocei

teoremei medianei rezulta ca triunghiul ABC este dreptunghic si «ABC = 90°.
* Deoarece diagonalele patrulaterului au acelasi mijloc, rezulta ca patrulaterul ABCD este paralelogram.

¢ Deoarece diagonalele paralelogramului sunt perpendiculare (AC L BD), paralelogramul ABCD este romb.
¢ Deoarece unghiul ABC este drept, rombul ABCD are un unghi drept.
Rezulta ca patrulaterul ABCD este romb cu un unghi drept.

oo

Se considera un patrulater. Demonstreaza ca:

a) daca patrulaterul este romb cu un unghi drept, atunci patrulaterul este
dreptunghi cu doua laturi consecutive congruente;

b) daca patrulaterul este dreptunghi cu doua laturi consecutive congruente, atunci patrulaterul este romb
cu un unghi drept.
Demonstratie (activitate frontald): a) Conform definitiei, rombul este un paralelogram. Avand un unghi drept,
paralelogramul este dreptunghi (vezi definitia dreptunghiului). Dar rombul are laturile congruente (vezi
proprietatile rombului). Prin urmare, daca patrulaterul este romb cu un unghi drept, rezulta ca patrulaterul este
dreptunghi cu doud laturi consecutive congruente.
b) Conform definitiei, dreptunghiul este un paralelogram cu un unghi drept. Avand doua laturi consecutive
congruente, rezultd ca paralelogramul este romb (vezi definitia rombului). Prin urmare, daca patrulaterul este
dreptunghi cu doud laturi consecutive congruente, rezulta ca patrulaterul este romb cu un unghi drept.

¥ Observim si descoperim cunostinte noi

Enuntul si rezolvarea problemelor anterioare scot in evidenta urmatoarele doua propozitii:

(1) patrulaterul ABCD este romb cu un unghi drept;

(2) patrulaterul ABCD este dreptunghi cu doua laturi consecutive congruente.

Adaugam acestora si propozitia:

(3) patrulaterul ABCD este paralelogram cu doua laturi consecutive congruente si un unghi drept.

La punctul a) al problemei 2 am aratat ca (1) = (2).

Se citeste: daca (1) atunci (2) sau din (1) rezulta (2) sau (1) implica (2).

La punctul b) am aratat ca (2) = (1). Asadar, (1) = (2) si (2) = (1), ceea ce arata ca afirmatiile (1) si (2) sunt
echivalente, adica fiecare rezulta logic din cealalta: (1) < (2).

Analog, se poate ardta ca oricare doua dintre cele trei afirmatii sunt echivalente. Din acest motiv, oricare
dintre cele trei afirmatii poate fi definitia patratului, iar celelalte doua sunt teoreme.

f LN )

N

¢ Definitia patratului + Proprietati specifice patratului (pe care nu le
Patratul este paralelogramul cu doua laturi con-  are rombul):

secutive congruente si un unghi drept. > unghiurile patratului sunt drepte;

¢ Teoreme: > diagonalele patratului sunt congruente.

> Patratul este dreptunghiul cu doua laturi o pentru a demonstra ca un dreptunghi este

cons?cutive comeiiEiEs: _ patrat, este suficient sa aratam ca este indeplini-
> Patratul este rombul cu un unghi drept. t3 una dintre urmatoarele conditii:

¢ Proprietatile patratului: . . . .
. y e > dreptunghiul are doua laturi consecutive
> Patratul are toate proprietatile paralelogra-

—_ congruente;
> Patratul are toate proprietatile dreptunghiului. T qreptunghlul aie elagp il peipendcl-
> Patratul are toate proprietatile rombului. are; § o _
+ Proprietati specifice patratului (pe care nu le » O dla'gor?ala a drepjcur?gh|u|u| este bisectoa-
are dreptunghiul): rea unuia dintre unghiuri.
> laturile patratului sunt congruente; ¢ Pentru a demonstra ca un romb este patrat,
> diagonalele patratului sunt perpendiculare;  este suficient sa aratam ca:
> diagonalele patratului sunt bisectoare ale > rombul are un unghi drept;

L unghiurilor acestuia. > rombul are diagonalele congruente. )

oD
®

(=)



4 + PATRULATERUL

Important
1. Folosind foaia cu patratele poti desena foarte usor un dreptunghi, un romb sau un patrat.

D C D D C
90° 90° /‘\ [ 100> 90°
A C
90° 90° W 90°  90°
A B B A B
Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

Observa ca unghiurile A, B, Csi D sunt drepte, deci patrulaterul ABCD din figura 2 este dreptunghi.

Diagonalele patrulaterului ABCD din figura 3 sunt perpendiculare si se injumatatesc, deci patrulaterul este
romb.

Patrulaterul ABCD din figura 4 are unghiurile drepte si laturile congruente, deci este patrat.
2. Notand cu P multimea patrulaterelor, cu P, multimea paralelogramelor, p
cu D multimea dreptunghiurilor, cu R multimea romburilor si cu P, multimea
patratelor, rezulta (figura 5):

> P,CDCP, C P oricepdtrat este un dreptunghi; orice dreptunghi este un
paralelogram; orice paralelogram este un patrulater);

> P,CRCP, CP(oricepdtratesteun romb; orice romb este un paralelo-
gram; orice paralelogram este un patrulater);

Prl

> P,=DnR(oricepdtrateste si dreptunghi, siromb; orice figurd geometrica b Pu R
care este si dreptunghi, siromb este un patrat). Fig.>

Pe laturile unui unghi drept cu varful in punctul A se considera punctele B si C,
astfel incat AB = AC. Se noteaza cu D intersectia paralelei prin C la dreapta AB cu q D
paralela prin B la dreapta AC. Demonstreaza ca patrulaterul ABDC este patrat.

(figura 6)
«BAC este drept, AB=AC, AB || CD si AC|| BD.
ABDC este patrat.
A . B

Observam ca dreapta AC este secanta pentru dreptele paralele ABsi CD, iar unghiu- Fig. 6

rile BAC si ACD sunt interne de aceeasi parte a secantei. Din proprietatea unghiurilor determinate de doua drepte
paralele cu o secanta rezulta ca unghiurile BAC si ACD sunt suplementare, adica «BAC + «ACD = 180°. Deoarece
«BAC =90°, rezulta cd «ACD = 90°. Analog, deoarece AC || BD, iar unghiurile BAC si ABD sunt interne de aceeasi
parte a secantei AB, rezulta ca «tABD=90°. Deoarece are trei unghiuri drepte, patrulaterul ABDC este dreptunghi.
Deoarece dreptunghiul ABDC are doua laturi consecutive congruente, patrulaterul ABDC este patrat.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

~
) Construieste un patrat ABCD cu:
a) lungimea laturii de 4 cm; b) lungimea diagonalei de 4 cm.

) Construieste un patrat ABCD, noteaza cu O intersectia diagonalelor acestuia si scrie proprietatile referi-
toare la:
a) laturi; b) unghiuri; c) diagonale.

E) Se noteaza cu O punctul de intersectie a diagonalelor unui patrat ABCD si se considera pe diagonale
1

punctele M, R, Psi Q, astfel incat M, P € AC,R,Q e BDsiAM=BR=CP=DQ = ZAB. Demonstreaza ca patrula-

terul MRPQ este patrat.




Patratul. Definitie si proprietati

Demonstreaza ca patrulaterul determinat de mijloacele laturilor unui patrat este un patrat.

B se considera patratul ABCD si punctul M situat in interiorul patratului, astfel incat triunghiul ABM sa fie
echilateral.

a) Arata ca triunghiul ADM este isoscel

b) Calculeaza masurile unghiurilor ADM, DMC si DCM.

A se considera triunghiul dreptunghic isoscel ABC, cu masura unghiului BAC de 90°.
Notam cu D mijlocul laturii BC, cu E, mijlocul segmentului AD si cu F simetricul punctu-
lui E fata de punctul D. Paralela prin F la dreapta AB intersecteaza dreapta BC in punc-
tul G si paralela prin F la dreapta AC intersecteaza dreapta BC in punctul H (figura 7).
Demonstreaza ca patrulaterul EGFH este patrat.

EA Dacid MNPQ este dreptunghi si «PMN = «QNP, demonstreazd ca MNPQ este
patrat.

€ Diagonalele unui patrulater ABCD sunt perpendiculare, se intersecteaza in
punctul O, OA = OB si OC = OD (figura 8). Daca punctul E este simetricul punctului O
fata de dreapta AB si punctul F este simetricul punctului O fata de dreapta CD,
demonstreaza ca:

a) punctele E, O, F, sunt coliniare;

b) patrulaterele AOBE si CODF sunt patrate.

) se noteaza cu O punctul de intersectie a diagonalelor unui romb ABCD si pe

semidreapta OB se considera un punct E oarecare, E = B. Se noteaza cu F simetricul

punctului E fata de dreapta AC. Demonstreaza ca: G
a) patrulaterul AECF este romb; H
b) exista un punct E, unic pe semidreapta OB, pentru care AECF este patrat. 0 FAN

) Punctele M, N, Psi Q sunt mijloacele laturilor AB, BC, CD si DA ale patratului ABCD E
(figura 9). Daca AN m DM = {E}, BP n AN = {F}, BP n CQ = {E}, CQ » DM = {H}, arata ca:
a) ACDQ = ADAM; Fig. 9
b) «DHQ =90°%
c) patrulaterele ANCQ si BMDP sunt paralelograme;
d) patrulaterul EFGH este patrat.

= [®)] N
("Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE ) )

© Dpac afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste literaF. 4,5 puncte

a) Rombul este un patrat. A F
b) Patratul este un romb. A F
c) Mijloacele laturilor unui romb cu diagonalele de lungimi diferite sunt varfurile
unui patrat. A F
(2] incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 2 puncte

A. Un patrulater care are laturile congruente cu una dintre diagonale este patrat.

B. Un patrulater care are diagonalele congruente este patrat.

C. Un patrulater care are diagonalele congruente si perpendiculare este patrat.

D. Mijloacele segmentelor determinate de varfurile unui patrat cu punctul de intersectie a diagona-
lelor acestuia formeaza un patrat.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2,5 puncte
Un triunghi AOB este dreptunghic si are varful unghiului drept in punctul O. Se noteaza cu C simetricul
punctului A fata de punctul O si cu D, simetricul punctului B fata de punctul O. Daca AC = 6 cm, atunci

patrulaterul ABCD este patrat daca lungimea segmentului OB este egala cu S cm.
. J
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Trapezul. Definitie, clasificare si proprietati. Linia mijlocie a
LECTIA 7 trapezului

¢ definitia paralelogramului;
¢ definitia liniei mijlocii a unui triunghi, teorema liniei mijlocii si reciproca acesteia;
¢ axioma paralelelor.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Privind cu atentie muchiile opuse ale fetelor unor obiecte din jurul nostru, observam ca unele dintre ele
sunt paralele, iar altele nu sunt paralele. De exemplu, unele muchii ale fetelor Coloanei Infinitului, ale fetelor
unui ghiveci pentru flori, ale fetei unei mistrii sau ale fetei unei masute.

Prin urmare, exista patrulatere care au doua laturi paralele si doua laturi neparalele. Un astfel de patrulater
se numeste trapez. Laturile paralele sunt bazele trapezului (baza mica si baza mare).
Observam figurile 1, 2, 3 si 4 de mai jos:

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

. Deoarece AB || CD si AD }f BC, rezulta ca ABCD este trapez.

. Latura AB este baza mare, latura CD este baza micd, iar AD si BC sunt laturile neparalele.

. Unghiurile aldturate unei laturi neparalele ale unui trapez sunt suplementare.

. Deoarece unghiul BAD este drept, trapezul din figura 2 este trapez dreptunghic. Cum AB || CD si AD este
secantd, rezulta ca unghiul ADC este drept. Prin urmare, un trapez dreptunghic are doua unghiuri drepte.

5. Deoarece AD = BC, trapezul din figura 3 este trapez isoscel.

6. Notiunea de linie mijlocie se intalneste si la trapez. In figura 4, punctele E si F sunt mijloacele laturilor
neparalele AD si BC ale trapezului ABCD. Segmentul EF este numit linia mijlocie a trapezului.

&7 Rezolvim impreuni

Daca E si F sunt mijloacele laturilor neparalele AD si BC ale unui trapez ABCD, demonstreaza ca EF este
paralela cu bazele si are lungimea egala cu semisuma lungimilor bazelor.

HWN=

N

Demonstratie (activitate frontald): D - ¢
Notam cu O mijlocul diagonalei BD (figura 5). Atunci EO este linie mijlocie a triun- Lo
ghiului ABD, iar OF este linie mijlocie a triunghiului CBD. Aplicand teorema referitoa- /E/ S S{
re la linia mijlocie a unui triunghi, rezultd ca OF || ABsi OF || CD. Cum AB || CD, rezulta ca S ;

OE || AB || OF. Deoarece prin punctul O, exterior dreptei AB, putem duce o singura A Fig.5




Trapezul. Definitie, clasificare si proprietati. Linia mijlocie a trapezului

paraleld la AB (axioma paralelelor), rezultd ca punctele E, O, F sunt coliniare si EF || AB || DC. Din teorema referi-

toare la linia mijlocie a triunghiului, pentru triunghiurile ABD si BCD, avem EO = AT si OF = % Prin adunare

rezultd ca EF = OF + OF = ﬁ+9=M.
2 2 2
Observatie: Deoarece E si F sunt mijloacele laturilor neparalele AD si BC ale trapezului ABCD, segmentul EF este
linia mijlocie a trapezului. Prin urmare, lungimea liniei mijlocii a unui trapez este egala cu semisuma lungimilor
bazelor trapezului.

Daca E este mijlocul laturii AD a unui trapez ABCD, cu AB || CD, punctul F este pe latura BC astfel incat EF || AB
si lungimea segmentului EF este egala cu semisuma lungimilor bazelor, demonstreaza ca EF este linia mijlocie
a trapezului. D c
Demonstratie (activitate frontald):

Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca punctul F nu este mijlocul g F
laturii BC. In aceasta situatie, un alt punct G este mijlocul laturii BC (figura 6). / \
Prin urmare, EG este linia mijlocie a trapezului. Atunci EG || AB. Dar din ipoteza 7

: - . ig. 6 B
EF || AB, ceea ce este absurd, deoarece prin punctul E exterior dreptei AB putem
duce o singura paraleld la AB (axioma paralelelor). Prin urmare, presupunerea ca punctul F nu este mijlocul la-
turii BC este falsa. Rezulta ca punctul F este mijlocul laturii BC si, cum din ipoteza E este mijlocul laturii AD, re-
zultd ca EF este linia mijlocie a trapezului ABCD.

f w

¢+ Definitii:
> Trapezul este un patrulater care are doua laturi paralele si celelalte doua laturi neparalele.
Laturile paralele ale unui trapez se numesc bazele trapezului. Latura care are lungimea mai mare se
numeste baza mare, cealalta numindu-se baza mica.
> Trapezul dreptunghic este trapezul care are un unghi drept.
> Trapezul isoscel este trapezul care are laturile neparalele congruente.
¢ Linia mijlocie a unui trapez
> Definitie:
Linia mijlocie a unui trapez este segmentul determinat de mijloacele laturilor neparalele ale trapezului.
> Teorema:
Linia mijlocie a unui trapez este paralela cu bazele si are lungimea egala cu semisuma lungimilor bazelor.
> Teorema reciproca:
Paralela la baza unui trapez ce contine mijlocul unei laturi neparalele este linia mijlocie a trapezului.

\§

[#* Aplicim cunostintele

Demonstreaza ca mijloacele diagonalelor unui trapez sunt situate pe linia mijlocie a trapezului si determina
un segment cu lungimea egald cu modulul semidiferentei bazelor.
Reformulare (figura 7):

Ipoteza: AB|| CD si AD ) BC; M si Q — mijloacele laturilor AD si BC;
N si P - mijloacele diagonalelor ACsi BD.

Concluzia: NsiP e MQsiNP= M

Fig.7

Demonstratie (activitate frontald):

Punctele care sunt varfurile trapezului sunt notate cu A, B, Csi D, astfel incat AB > CD. In caz contrar, redenumim
varfurile trapezului. Consideram triunghiurile ADC si ABC si aplicdam teorema liniei mijlocii. Rezulta ca
MN || CD || AB || NQ. Conform axiomei paralelelor, prin punctul N trece o singura paraleld la dreapta AB. Rezulta
ca dreptele MN si NQ coincid sau N € MQ. Analog, ardtam ca punctul P apartine dreptei MQ. Prin urmare,

{eD
o]
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punctele N si P sunt situate pe dreapta MQ. Deoarece MQ este linia mijlocie a trapezului si N, P € MQ, rezulta

cd NP || AB || DC. Pentru liniile mijlocii ale triunghiurilor ADC si ABD, avem: MN = %, iar MP = % Rezulta ca

NP —pp_ iy AB_CD_AB—CD _|AB-CD|
2 2 2 2

oo

In anul 1934, sculptorul Constantin Brancusi a fost invitat sa ridice un monument

pentru cinstirea faptelor eroice ale soldafilor roméni din Primul Rdzboi Mondial, cazuti

in 1916 in luptele de pe malul Jiului. Artistul dorise dintotdeauna,,sa faca ceva pentru
a" asa (a a acceptat bucuros comanda, socotind-o un punct culminant in cariera sa.

)

tara’,
- Inaugurata la 27 octombrie 1938, Coloana Infinitului are o indltime de 29,35 de metri i
m‘ este compusa din 16 module suprapuse.

@
al ca...

g Exerseazi, fixeazi si aprofundeaza cunostintele

&) Scrie definitiile pentru:
a) trapez; b) trapez dreptunghic; c) trapez isoscel.

E) Scrie teoremele care se refer la linia mijlocie a unui trapez.

E) n trapezul ABCD, cu AB || CD, notdm cu M si N mijloacele laturilor AD si BC, iar cu P si Q notam intersectia
dreptei MN cu dreptele AC si, respectiv, BD.

a) Daca AB= 182 cm siCD = 12+/2 cm, calculeaza lungimile segmentelor MN si PQ.
b) Dacd AB = 23+/3 cm siMN = 20~/3 cm, calculeazs lungimile segmentelor CD si PQ.
¢) Daci CD = 55 cm siMN = 6+/5 cm, calculeaza lungimile segmentelor AB si PQ.

d) Dacd MN = 10+/7 cm siPQ= 547 cm, calculeazs lungimile segmentelor AB si CD.

@) Fie trapezul ABCD cu AB|| CD, AB > CD.

a) Daca «A = 50°si «C = 110°, calculeaza masurile unghiurilor B si D.

b) Daca trapezul este dreptunghic si «B = 70°, calculeaza masurile unghiurilor A, Csi D.

c) Daca trapezul este dreptunghic si triunghiul ABC este dreptunghic isoscel, calculeaza masurile
unghiurilor trapezului.

B intr-un patrulater MNPQ se stie ci «M = 70°, «N = 60° si «Q = 110°. Demonstreazd cd MNPQ este trapez.
Precizeaza bazele trapezului.

0 in trapezul ABCD, notdm cu M si N mijloacele laturilor AD, respectiv BC. Stiind c& «DMN = 47° si
«BNM = 107°, determina masurile unghiurilor trapezului.

In trapezul ABCD, cu AB || CD si A = 90°, notam cu M mijlocul laturii BC.
Demonstreaza ca triunghiul AMD este isoscel.

) infigura 8, ABCD este un trapez, iar punctele M si N sunt situate pe segmentele by \C
1 1 m N
AD, respectiv BC, astfel incat MD :Z AD si CN= ZBC. Demonstreaza ca / \
A - B
Fig. 8

E) Baza mare a unui trapez dreptunghic ABCD, cu unghiul BAD drept, este AB si AB = 2CD. Notam cu M
piciorul perpendicularei din A pe dreapta BC. Demonstreaza ca triunghiul AMD este isoscel.

) Un trapez ABCD are bazele AB si CD. Daca CD > AB, AD = AB + CD si E este mijlocul segmentului BC,
demonstreaza ca unghiul AED este drept.

MN :%(AB + 3CD).




Trapezul isoscel. Proprietatile trapezului isoscel

‘ ®,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) R

) Daca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste literaF. 4,5 puncte

a) Trapezul este un paralelogram. A F
b) Paralelogramul este un trapez. A F
c) Fiecare diagonala a trapezului formeaza cu bazele acestuia unghiuri alterne interne
congruente. A F
(2] Alege litera corespunzatoare raspunsului corect. 2 puncte

Un trapez dreptunghic are:

A. un singur unghi drept;

B. doud unghiuri drepte si doua unghiuri ascutite;

C. doua unghiuri drepte si doua unghiuri obtuze;

D. doud unghiuri drepte, un unghi ascutit si un unghi obtuz.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2,5 puncte
Daca lungimea uneia dintre bazele unui trapez este de 7 cm, iar lungimea liniei mijlocii este de 8,5 cm,

atunci lungimea celeilalte baze este egala cu |:| cm.
N

(NI NV:R: B Trapezul isoscel. Proprietatile trapezului isoscel

A& Ne amintim

definitia trapezului si a trapezului isoscel;

criteriile de congruenta a triunghiurilor si a triunghiurilor dreptunghice;
proprietatea unghiurilor determinate de doua drepte paralele cu o secantg;
proprietatile triunghiului isoscel.

* 6 o o

¥ Observim si descoperim cunostinte noi

Pe foaia cu patratele (figura 1), construim un trapez isoscel astfel:

1) construim dreptunghiul CDEF, cu CD = 6 um si DE =5 um;

2) pe dreapta AB, construim segmentele AE = BF =2 um.

¢ Patrulaterul ABCD are laturile ABsi CD paralele si de lungimi diferite
(din constructie). Laturile AD si BC nu sunt paralele. in caz contrar,
patrulaterul ABCD ar fi paralelogram si laturile AB si CD ar avea lungimile
egale, ceea ce este absurd, deoarece prin constructie CD = 6 um si
AB = 10 um. Cum ABCD are doua laturi paralele si doua neparalele,
patrulaterul ABCD este trapez.

* Dreapta BC este secanta dreptelor paralele AB si CD. Cum «ABC si «DCB sunt unghiuri interne de aceeasi
parte a secantei, rezulta ca unghiurile ABC si DCB sunt suplementare. Analog, demonstram ca unghiurile BAD
si ADC sunt suplementare. Prin urmare, unghiurile aldaturate laturilor neparalele ale unui trapez ABCD sunt
suplementare.

¢ Triunghiurile dreptunghice BFC si AED au catetele congruente (FB=EA =2 um si FC=ED =5 um). Conform
criteriului de concurentd CC, rezulta ca ABFC = AAED, de unde BC= AD si «ABC = «BAD. Deci, laturile neparalele
ale trapezului ABCD sunt congruente. Rezulta ca trapezul ABCD este isoscel. Reciproc, daca un trapez ABCD este
isoscel, atunci BC = AD. Construind perpendicularele DE si CF pe AB, rezulta ca ABFC = AAED (criteriul de
congruenta IC), de unde FB = EA si «ABC = «BAD.

Observatii:

1. Deoarece BC = AD, «ABC = «BAD si AB = BA, rezulta ca AABC = ABAD (criteriul de congruenta LUL). Din
congruenta triunghiurilor ABC si BAD rezulta ca AC = BD. Prin urmare, trapezul isoscel ABCD are diagonalele
congruente.

Fig. 1
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(=)
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2. Din «ABC = «BAD si din faptul ca unghiurile alaturate laturilor neparalele ale unui trapez ABCD sunt
suplementare, adica «ABC + «BCD=180°si «BAD + «+ADC=180°, rezultd ca «+BCD=«ADC. Prin urmare, unghiurile
opuse ale unui trapez isoscel sunt suplementare si unghiurile alaturate unei baze sunt congruente.

Rezulta urmatoarele proprietati ale trapezului isoscel: D C

Teorema 1: Unghiurile alaturate bazelor unui trapez isoscel sunt
congruente (figura 2).

Ipoteza: AB|| CD, BC jf AD si BC=AD.

Concluzia: «A= «Bsi «C= «D. A B
Fig. 2

Teorema 2: Diagonalele unui trapez isoscel sunt congruente (figura 3).
Ipoteza: AB|| CD, BC jf ADsi BC=AD.

Concluzia: AC=BD.

Reciprocele teoremelor 1 si 2 ne ofera conditii suficiente ca un trapez sa

fie isoscel. A ) B
Fig.3

Activitate pe grupe:

Folosindu-va de figurile 2 si 3, demonstrati reciprocele teoremelor 1 si 2:

1’) Daca unghiurile alaturate oricarei baze a unui trapez sunt congruente, atunci trapezul este isoscel.
2’) Daca diagonalele unui trapez sunt congruente, atunci trapezul este isoscel.

‘ L~ B |

+ Definitia trapezul isoscel
Trapezul isoscel este trapezul care are laturile neparalele congruente. (0]0)
¢ Proprietatile trapezului isoscel:
> unghiurile alaturate bazelor unui trapez isoscel sunt congruente;
> diagonalele unui trapez isoscel sunt congruente.
¢ Pentruademonstra ca un trapezesteisoscel, este suficient sa demonstram una dintre urmatoa-
rele conditii:
> unghiurile alaturate uneia dintre bazele trapezului sunt congruente;
> diagonalele trapezului sunt congruente.

[#* Aplicim cunostintele

Punctul de intersectie a diagonalelor unui trapez ABCD, notat cu O, formeaza cu

bazele trapezului triunghiuri isoscele. Demonstreaza ca trapezul este isoscel.
Demonstratie (activitate frontald):
Triunghiurile OAB si OCD fiind isoscele, cu bazele AB, respectiv CD, rezulta cd OA= OB
si OC = OD (figura 4). Din aceste congruente si din faptul ca AC = OA + OC si
OB + OD = BD rezulta ca AC=BD, adica diagonalele trapezului ABCD sunt congru-
ente si trapezul este isoscel.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

Un trapez isoscel are un unghi cu masura de 45°. Determina masurile celorlalte unghiuri ale trapezului.
Fie un trapez isoscel ABCD, cu AB || CD. Calculeaza masurile unghiurilor trapezului, daca:

a) ¥A=47°15; b) A =2«D; c) A= %{D.

E) Determina masurile unghiurilor unui trapez isoscel ABCD, cu AB || CD, dacé:

a)AB= 12\/5cm,BC= 8\/§cm siCD= 4\/5cm;

b) AB=12+/3 cm, DC = 7+/3 cm siAD = 53 cm.




Trapezul isoscel. Proprietatile trapezului isoscel

in trapezul ABCD, cu AB || CD, masurile unghiurilor B si C sunt direct proportionale cu 3 si 7, iar suma
masurilor unghiurilor A si B este egala cu 108°. Demonstreaza ca ABCD este un trapez isoscel.

B in paralelogramul ABCD, cu <A > 90°, bisectoarea unghiului A intersecteaza latura CD in punctul M. Daca
patrulaterul AMCB este trapez isoscel, calculeaza masurile unghiurilor paralelogramului ABCD.

0@ Punctele E si F sunt pe laturile AB, respectiv AC ale triunghiului ABC, astfel incat AE = AF. Dacé EF || BC,
demonstreaza ca BCFE este trapez isoscel.

In trapezul isoscel ABCD, cu AB > CD, diagonalele nu sunt perpendiculare pe laturile neparalele. Construim
MC LAC,M € ABsiNB L BD, N e CD. Demonstreaza ca:
a) AACM = ADBN,; b) AMND este paralelogram; c) BMNC este trapez isoscel.

€ in triunghiul ABC, cu AB = AC, notam cu E, F si G mijloacele laturilor AB, BC si, respectiv, AC. Daca AH L BC,
H e BC, demonstreaza ca patrulaterul cu varfurile in punctele E, H, F si G este trapez isoscel.

€] Trapezul ABCD este isoscel, cu AB || CD, si se noteaza cu O punctul de intersectie a diagonalelor. Demon-
streaza ca triunghiurile:
a) AOB si COD sunt isoscele; b) BOC si AOD sunt congruente.

) Demonstreaza c&, daca un trapez isoscel are diagonalele perpendiculare, atunci inaltimea trapezului este
egala cu lungimea liniei mijlocii a trapezului.
i) Diagonalele unui dreptunghi ABCD se intersecteaza in punctul O. Punctele M, N, P Q sunt mijloacele
segmentelor AQ, BO, CO si, respectiv, DO. Demonstreaza ca:
a) patrulaterul MNPQ este dreptunghi;
b) daca patrulaterul MNPQ este patrat, atunci patrulaterul ABCD este patrat;
c) patrulaterul ABNM este trapez isoscel.

(A Diagonala BD a paralelogramului ABCD este congruenta cu latura AD
(figura 5). Cercul cu centrul in punctul D si raza AD intersecteaza dreapta CD in
punctele E si F. Punctul G este diametral opus punctului A si se noteaza cu H
intersectia dreptelor EF si BG. Demonstreaza ca:

a) patrulaterul AEGF este dreptunghi;

b) patrulaterul BCGD este romb;

c) patrulaterul ABHD este trapez dreptunghic;

d) patrulaterul ABEF este trapez isoscel.

‘ . ®,
( Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE =) )

& Dpaca afirmatia este adevirat3, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

a) Trapezul isoscel este un patrulater care are diagonalele congruente si perpendiculare. A F
b) Patrulaterul care are diagonalele congruente si in care punctul de intersectie a diago-
nalelor este mijlocul fiecarei diagonale este trapez isoscel. A F
c) Daca diagonalele unui trapez formeaza cu bazele acestuia triunghiuri isoscele, atunci
trapezul este isoscel. A F
B2 Uneste, prin siageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
Daca un trapez isoscel ABCD, cu AB || CD, are AD = CD si AB = 2CD, atunci:
a) «ABC are masura egald cu ... 1) 1359
b) «CBD are masura egala cu ... 2) 120%
c) «BDA are masura egala cu ... 3) 90
d) «BCD are masuraegald cu ... 4) 60°
5) 30°.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

Un trapez ABCD este isoscel si CD este baza mica. Daca punctul O este mijlocul bazei mari si patru-
laterul AOCD este romb, cu lungimile laturilor de 6 cm, atunci baza mare a trapezului are lungimea egala

al  fem

& J
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Perimetre si arii: paralelogram, paralelograme particulare,
LECTIA 9 triunghi, trapez

Cu notiunile de perimetru, suprafatd si arie am fost familiarizati, in mod intuitiv,
inca din clasele mici. Astfel, am invatat ca aria permite compararea unor suprafete
in sensul de a stabili daca o suprafata este mai mare sau mai mica decat alta. De
asemenea, am invatat sa calculam ariile unor suprafete. in cele ce urmeaza, vom
defini notiunea de suprafatd poligonald si de arie a unei suprafete poligonale si

vom determina perimetrele si ariile unor suprafete poligonale.
Suprafatd placata cu gresie

L)
q

)

.

A Ne amintim

N

¢ perimetrul unui triunghi, al unui patrat si al unui dreptunghi;
¢ aria unui patrat si aria unui dreptunghi;
¢ definitia inaltimii unui triunghi.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Considerand trei puncte necoliniare A, B si C (figura 1), acestea determina triunghiul ABC (figura 2).
Punctul P este punct interior triunghiului ABC (figura 3).
Suprafata triunghiulara este reuniunea triunghiului cu interiorul sau (figura 4).

R ANRONY N

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

N

Suprafata poligonala este reuniunea unui numar finit de suprafete triunghiulare, cu interioarele disjuncte
doud cate doua. Multimea suprafetelor triunghiulare respective constituie o descompunere a suprafetei
poligonale.

Figura 5 ilustreazd doua suprafete poligonale. Dreptele punctate din

/
B F,/
figura arata cum se descompune fiecare suprafatd poligonala in suprafete
triunghiulare. Daca ABCD este un patrulater convex (figura 6), atunci el C G
determina suprafata patrulatera convexa ABCD (figura 7). E
. - - . L ; ;

O suprafata poligonala este marginita de un poligon (sau determina un H
poligon). Sumalungimilor laturilor unui poligon este perimetrul poligonului. Fig.5

Daca patrulaterul convex este un patrat, atunci suprafata patrulatera convexa se numeste suprafatd pdtratd
(figura 8), iar, daca patrulaterul convex este un dreptunghi, atunci suprafata patrulatera se numeste suprafata
dreptunghiulard (figura 9).

A D
/D—C\ /—C\ 7
A B A B B C B C
Fig. 6 Fig. 7 Fig. 8 Fig. 9

Aria unei suprafete poligonale. Pentru a putea fi comparate, suprafetele poligonale se masoara. Unitatea
de masura este metrul patrat (m?), dar se utilizeaza si multiplii, respectiv submultiplii metrului patrat (km? hm?,
dam?, dm?, cm?, mm?). Unitatea de mdsura pentru suprafete rezulta din unitatea de masura pentru distante
(de exemplu, daca distantele se masoara in centimetri, suprafata se va mdsura in centimetri patrati).

Figura 10 ilustreaza o unitate de masura pentru distante si unitatea de masura corespun- 1 cm?
zatoare pentru suprafete. 1em

Folosind unitatea de masura, fiecarei suprafete poligonale ii corespunde un numar .
pozitiv unic, care arata cate unitati de masura are suprafata respectiva. Acel numar se Fig. 10
numeste aria suprafetei poligonale.




Perimetre si arii: paralelogram, paralelograme particulare, triunghi, trapez

Daca S este o suprafata poligonala, atunci aria ei se noteaza cu .7 S
De exemplu, figura 11 ilustreaza cm? care este unitatea de masura fixata, si
suprafata poligonala S. Se observa cd suprafata poligonald S are aria, masurata
in cm?, egala cu 3, adica ./, = 3. Dacd dorim sa punem in evidentd unitatea de
madsura fixata, vom scrie .o/, = 3 cm? i citim: ,aria suprafetei S este egala cu
3 cm?.Vom accepta urmatoarele proprietati ale ariei, evidente din punct de
vedere intuitiv:

1. Daca doua triunghiuri sunt congruente, atunci ariile suprafetelor
triunghiulare determinate de cele doua triunghiuri sunt egale. S

2, Daca o suprafata poligonala S se descompune in suprafetele poligonale S,
S, §i S, cuinterioarele disjuncte, atunci % =% +.% (figura 12).

3. Aria suprafetei patrate este patratul lungimii laturii sale.

Important
-vw-” 1n continuare, vom spune pe scurt aria pdtratului, aria dreptunghiului, aria triunghiului, aria
patrulaterului, aria poligonului si vom intelege ca este vorba despre aria suprafetei patratului,
aria suprafetei dreptunghiului, aria suprafetei triunghiului, aria suprafetei patrulaterului sau aria
suprafetei poligonului. Activitatile de invdtare imediat urmatoare au drept tintd demonstrarea
@ unor formule de calcul al ariilor unor suprafete.

&7 Rezolvam impreuni

Demonstreaza ca aria unui triunghi dreptunghic este egala cu semiprodusul C
lungimilor catetelor (figura 13).
Ipoteza: AB 1L AC.

Concluzia: %7, =%AB-AC.

1 cm?

Fig. 11

Fig. 12

Demonstratie (activitate frontald):
Construim paralela prin Cla AB, paralela prin B la AC si notam cu D punctul lor de
intersectie (figura 14). Deoarece laturile opuse ale patrulaterului ABDC sunt paralele
si unghiul BAC este drept, patrulaterul ABDC este dreptunghi si AABC = ADCB,
adica .7, =.o/ .Cum .o/ =9/  +.°/ , rezultd ca .oz, 2./,

ABC DCB* ABCD ABC DCB’ ABCD — ABC*

Din .«7,,__=AB-ACrezulta ca 2.«7,, = AB - ACsi &KABC=%AB-AC.

ABCD ABC

Fig. 14
PROBLEMA 2
Demonstreaza ca aria unuitriunghieste egala cu semiprodusul dintre lungimea ¢
unei laturi si lungimea indltimii corespunzatoare laturii respective (figura 15). :
Ipoteza: CD este inaltimea corespunzatoare laturii AB. |
. 1 i
Concluzia: .7, =—AB-CD. !
2 A ll) B
Demonstratie (activitate pe grupe): Fig. 15

Cazul cand D, piciorul perpendicularei din C pe AB, coincide cu punctul A sau cu punctul B a fost rezolvat in
problema 1. Rdman posibile doud cazuri: cazul cand D apartine laturii AB (figura 15) si cazul cand D nu apar-

tine laturii AB (figura 16). In primul caz, din .7, =%, +.%, si din 7, =%AD-CD, a7 =%BD-CD

C
1 -
rezultd ca .7, =EAB-CD. In cazul al doilea, au loc egalitatile: .<7,, =<7, + .,

cDB CDA ABC !

%BD-CDz%AD-CD+&fABC; e =%BD-CD—%AD-CD; e =%CD-(BD—AD);

|
|
:
1 b A
g =~ AB-CD. Fig. 16
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Deci, aria unui triunghi este egala cu semiprodusul dintre lungimea unei laturi si lungimea inaltimii
corespunzatoare laturii respective.

Important

1. Termenul de indltime desemneaza fie un segment, fie lungimea acelui segment. Din context
deducem despre ce este vorba.

2. Deoarece aria asociata unei suprafete poligonale este egald cu un numar unic de unitéti de
madsura (vezi proprietatile ariei), rezulta ca aria unui triunghi ABC nu depinde de alegerea indltimii si
a bazei corespunzdtoare.

a) Se noteaza cu A’ piciorul perpendicularei din varful A al unui paralelogram ABCD
pe latura CD (figura 17). Demonstreaza ca .7, = CD - AA'.

b) Demonstreaza ca aria unui romb este egala cu semiprodusul lungimilor diago-
nalelor rombului.
Demonstratie (activitate individuald):
a) Diagonala AC descompune suprafata paralelogramului ABCD in doua suprafete triun-
ghiulare disjuncte, ABC si ADC. Cum cele doua triunghiuri sunt congruente, folosind
proprietdtile ariei, rezulta ca .«7,, = </, si ./,,  =.%7,, + ./, (figura 18).
Prin urmare, <7,  =2.%7, ,=CD- AA

Observatie: Segmentul determinat de varful A al paralelogramului ABCD si picio-
rul perpendicularei din A pe latura CD, opusa varfului, este inaltimea paralelogramului Fig. 18
din varful A corespunzatoare laturii CD. Rezulta ca aria unui paralelogram este egala
cu produsul dintre lungimea unei laturi si lungimea inaltimii corespunzatoare.

b) Daca ABCD este un romb (figura 19), aplicand proprietdtile diagonalelor rombului,

b N B

[>v)

N B

1
rezulta cd diagonala BD este perpendiculara pe diagonala AC, BO = EBD sau 2BO =BD.

Cum BO L AC, rezulta ca BO este indltime in triunghiul ABC si .7, =%AC-BO. Prin D Fig. 19

inmultire cu 2, rezulta ca 2.7, .= AC- BO.

1 1
Cum BO = EBD' rezulta 2.7/, EAC-BD. Deoarece rombul este paralelogram, rezulta ca .oz, , =<7, . Prin

BC ABC ACD"

urmare, .7, =4, + ., =29

ABCD ABC ACD ABC ABCD

%AC-BD. Deci, .7, %AC-BD, adica aria unui romb este egala cu

semiprodusul lungimilor diagonalelor.

In trapezul ABCD se noteaza cu A’ piciorul perpendicularei din varful A pe baza CD A B
AB+CD
(igura 20). Demonstreaza ca .7, , = %C-AA'.

|
:
|
Demonstratie (activitate individuald): |
Diagonala AC descompune suprafata trapezului in suprafetele triunghiulare ABC D A
$i ADC. Rezulta ca .7, = ., + A, .

Construim indltimea CC’ a triunghiului ABC (figura 21). Rezulta ca AA’ si CC’ sunt
fnaltimi ale triunghiurilor ADC si ABC. Cum AA’ = CC’, folosind formula de calcul

A
AB+CD E
A

pentru aria unui triunghi, rezulta ca .<7, -AA'. Deoarece segmentul

ABCD

&)
g ] AR

determinat de un varf al unei baze si piciorul perpendicularei din acel varf pe Fig. 21
cealalta baza este inaltime a trapezului, rezulta ca aria unui trapez este egala cu
produsul dintre semisuma lungimilor bazelor si indltimea trapezului.




Perimetre si arii: paralelogram, paralelograme particulare, triunghi, trapez

A Important
P Deoarece aria asociatd unei suprafete poligonale este egala cu un numar unic de unitati de masura
(vezi proprietatile ariei), rezulta ca aria unui paralelogram, respectiv aria unui trapez nu depind de
° alegerea vdrfului si a indltimii corespunzdtoare.
+ Definitii:

> Perimetrul unui poligon este suma lungimilor laturilor unui poligon.
> [naltimea unui paralelogram este segmentul determinat de un punct al unei laturi a paralelogra-
mului si piciorul perpendicularei din acel punct pe latura opusa. =)
> [naltimea unuitrapez este segmentul determinat de un punct al unei baze si piciorul perpendicula-
rei din acel punct pe cealalta baza.
+ Formule de calcul pentru arii:
> Aria unui triunghi dreptunghic este egala cu semiprodusul lungimilor catetelor.
> Aria unui triunghi este egala cu semiprodusul dintre lungimea unei laturi si lungimea inaltimii

corespunzatoare.
> Aria unui paralelogram este egala cu produsul dintre lungimea unei laturi si lungimea inaltimii
corespunzatoare. ==

> Aria unui romb este egala cu semiprodusul lungimilor diagonalelor rombului.
> Aria unui trapez este egala cu produsul dintre semisuma lungimilor bazelor si lungimea inaltimii.

\§

[#* Aplicim cunostintele

Se considera un triunghi isoscel ABC, cu AB = AC (figura 22). Se stie ca perimetrul A
triunghiului este egal cu 72 cm si ca AB = 26 cm. Calculeaza:

a) aria triunghiului;

b) distanta de la punctul B la latura AC, cu douad zecimale exacte.
Demonstratie (activitate frontald):
a) Din enunt, AB=AC= 26 cm si 7, = 72 cm, adicd 26 cm + 26 cm + BC=72 cm.
Obtinem BC =20 cm. Construim AD L BC. Cum triunghiul este isoscel, rezulta ca

BC R Fig. 22
BD=CD= > =10 cm. In triunghiul dreptunghic ABD, aplicam teorema lui Pitagora si

AB? = BD? + AD?, adica (26 cm)? = (10 cm)? + AD? Obtinem AD? = 24? cm? si AD = 24 cm.

BC-AD 20cm-24cm
2

b) Pentru a calcula distanta de la punctul B la latura AC, vom scrie formula ariei triunghiului folosind ca baza

latura AC si ca inaltime distanta de la punctul B la latura AC, notata cu d.

Scriem aria triunghiului in doua moduri. Deci, %7, =AC2—'d. Dar .«7,

Calculam aria triunghiului si .27, = =240 cm’.

[ sc = 240 cm? si AC = 26 cm. Inlocuind,

26cm-d
obtinem 240 cm? = % adica d = 18,46 cm.

g Exerseazi, fixeaz si aprofundeaza cunostintele

N

B Calculeaza lungimea diagonalei unui patrat, stiind ca perimetrul acestuia este egal cu:
a) 24 cm; b) 4,8 dm; c)18cm.

B Calculeaza perimetrul si aria unui triunghi dreptunghic isoscel, stiind ca lungimea ipotenuzei este egala
cu20cm.

E) a) Calculeazi perimetrul si aria unui patrat cu latura de /18 cm.
b) Calculeaza lungimea laturii si perimetrul unui patrat care are aria egala cu 288 cm?.
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@ a) Calculeaza perimetrul si aria unui dreptunghi cu lungimile laturilor de +/108 cm si v/48 cm.
b) Calculeaza lungimea unei laturi a unui dreptunghi, stiind ca lungimea celeilalte laturi este de 4+/15 cm,

iar aria este egala cu 80+/3 cm2.

B Se stie ca ABCD este un dreptunghi cu AC n BD = {0}, AD = 12 cm si Pyoc = 32 cm. Calculeaza:
a) lungimile segmentelor BD si CD;
b) perimetrul si aria dreptunghiului ABCD.

A Fie ABCD un romb cu «ABC = 120° si AB = 12 cm. Calculeaza:
a) perimetrul rombului; b) lungimile diagonalelor rombului;
c) perimetrul triunghiului ABC; d) aria rombului ABCD.

Paralelogramul ABCD are AB= 16 cm, BC =12 cm si «A = 30°. Calculeaza:
a) distantele de la punctul A la dreptele BC si, respectiv, DC;
b) perimetrul si aria paralelogramului ABCD.

) stiind ca ABCD este paralelogram si ca AC N BD = {0}, demonstreaza ca:
A=Ay =l = =

A0B ’Boc — ~Ycop DOA — Z‘%BCD'

E) Se considera un dreptunghi ABCD si un punct E interior dreptunghiului.
Demonstreaza ca:
gy =2 (A e+ A ) =2 (A + .,

A “ABE CDF’ ADE ‘BCE) :

) Se considera un triunghi ABC si se noteazd cu M, N si P mijloacele laturilor
AB, AC si BC. Demonstreaza ca:

1 .
L= oup = Tenp = e = E‘Q{ABC‘ é '
) Rombul ABCD cu latura de 6 cm are «ABC = 60°. Calculeaza: —
a) lungimile diagonalelor rombului;
b) perimetrul si aria rombului;
c) distanta de la varful B la dreapta CD.

B Se stie ci ABCD este trapez, cu AB || CD, AB > CD si AC ~ BD = {O}.

a) Demonstreaza ca &{ABC = &{ABD.

b) Daca BC = AD, demonstreaza ca .7, = ./,

“Boc — “"AoD’

c) Daca AD = CD = BC =10 cm si AB = 22 cm, calculeaza perimetrul si aria trapezului ABCD.

2 @'
rDin oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

€] Daca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

a) Aria triunghiului dreptunghic isoscel cu ipotenuza de 12+/2 cm este egala cu72 cm2. A F

b) Perimetrul unui patrat cu aria de 128 cm? este egal cu 3242 cm. A F

¢) Daca punctul M este mijlocul laturii BC a triunghiului ABC, atunci .7, = 7, . A F
(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4,5 puncte

Daca paralelogramul ABCD are AB =50 cm, AD =30 cm si DH = 24 cm, unde DH L AB (H € AB), atunci:

a) perimetrul, exprimat in centimetri, al patrulaterului BCDH este egal cu ... 1) 1200;

b) aria, exprimata in centimetri patrati, a trapezului DHBC este egald cu ... 2) 600;

c) aria, exprimata in centimetri patrati, a paralelogramului ABCD este egalacu ...  3) 136 sau 172;

4) 984 sau 1416.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Lungimile diagonalelor rombului ABCD sunt egale cu 6 cm, respectiv 8 cm. Distanta de la varful C la

latura AB este egald cu |:| cm.

\ J




EVALUARE: PATRULATERUL

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Se da dreptunghiul ABCD, cu AB> BC, AC A BD = {O} si «BOC=60° (figura 1). = S
Calculeaza masurile unghiurilor triunghiului ABC.
Dacd AB = 9+/3cm si BC = 9 cm, calculeaza perimetrul si aria 0 60°
triunghiului AOB. E
Daca DE 1 AC, E € AC, demonstreaza ca CE=3 - AE. A Fig. 1 B
In trapezul isoscel ABCD, cu AB || CD, se stie cd AD =BC=CD = lAB si 2 A
se noteaza cu O mijlocul laturii AB (figura 2). 2
Demonstreaza ca AOCD este romb.
Calculeaza masurile unghiurilor trapezului.
Demonstreaza ca AD 1 BD. . Figo 5 g

in paralelogramul ABCD, se stie cd AD = 12 cm, BD = 12+/3 cm si BD L BC. D c
Se noteaza cu E simetricul punctului D fata de punctul A si cu O, intersectia
dreptelor EC si AB (figura 3).
Arata ca CO=EO.

Calculeaza aria triunghiului BED si aria paralelogramului ABCD. 9 o B
in trapezul isoscel ABCD, cu AB || CD, AB > CD, se stie ca «ABC = 60° si
CD=BC=6cm (figura 4). Fig. 3 C
Determina lungimea laturii AB. 2 E
Daca E este punctul de intersectie a dreptelor AD si BC, calculeaza N
perimetrul triunghiului ABE.
Rombul ABCD are «A = 60°, AC n BD = {0}, iar punctele M si N sunt D cb 0 B
mijloacele laturilor AB, respectiv BC (figura 5). "
Demonstreaza ca AMNC este trapez isoscel. 60°
Daca AO = 6+/3 cm si DO = 6 cm, calculeaza aria rombului ABCD SI Fig. 4 ; Fig. 5
aria trapezului AMNC. 5
in trapezul dreptunghic ABCD, cu AB|| CD, AB > CD, se stie cd AB= 24 cm,
CD =12 cm si «ABC = 45° (figura 6).
Demonstreaza ca AC L BC. o ¢
Daca CE || AD, E € AB, demonstreaza ca DE L AC si calculeaza aria A C
trapezului ABCD.
In rombul ABCD, se stie c& «B = 30° si AB = 8 cm (figura 7). Calculeaza: 45°
distanta de la punctul A la dreapta BC; aria rombului ABCD. A ) B .
t Fig. 6 D Fig.7
Trapezul dreptunghic ABCD, cu AB || CD, «A = «D =90°, are AB=32 cm si D C
CD =20 cm. Se noteaza cu E piciorul perpendicularei din punctul C pe latura AB
(figura 8). Daca aria triunghiului BEC este egala cu 108 cm?, calculeaza:
lungimea segmentului BE; aria trapezului ABCD;
aria triunghiului BCD. A B
Triunghiul ABC are «B > 90° si punctul D este piciorul perpendicularei din Fig.8 E
B pe AC. Se noteaza cu E si F mijloacele laturilor BC si AB, iar cu M si N se noteaza A D C
simetricele punctului D fatd de punctele E si F (figura 9). Demonstreazd ca:
patrulaterul MBDC este dreptunghi; F E
patrulaterul NADB este dreptunghi; & ,:,-g 9 Y
punctele M, B si N sunt coliniare. D

Diagonalele unui patrulater ABCD sunt perpendiculare si se inter-
secteaza in punctul O, astfel incat OA=2- OCsi OB =2 - OD. Se noteaza cu
E si F mijloacele segmentelor OA, respectiv OB (figura 10). Demonstreaza ca: E A

patrulaterul EFCD este romb;
patrulaterul ABCD este trapez;
trapezul ABCD este isoscel daca si numai daca rombul EFCD este
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2, TEST DE EVALUARE Timp de lucru: 50 de minute.

Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.

Daca un paralelogram are diagonalele perpendiculare, atunci el este ... sau ... .

Un trapez isoscel are unghiurile aldturate bazelor ... .

Intr-un paralelogram, unghiurile alaturate sunt ... .

Daca diagonalele unui dreptunghi sunt perpendiculare, atunci dreptunghiul este ... .

Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.

A B
Un romb care are un unghi drept si lungimea unei laturi egala cu 4 cm 9cm%
areariaegalacu... 24 e
@ Un paralelogram ABCD cu un unghi drept si cu AB =8 cm, AD =6 cm are cms
ariaegalacu... 16 cm?;

Aria unui patrat cu lungimea diagonalei de 342 cm este egalacu...
Un paralelogram ABCD, cu AC L BD, AC =6 cm si BD = 8 cm, are aria egala

cu... 48 cm?2.

18 cm?;

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Masurile unghiurilor unui patrulater convex sunt direct proportionale cu numerele 3, 4, 5, respectiv 6.
Cel mai mic unghi al patrulaterului are masura egala cu:

40° 20% 60° 80°.
Perimetrul unui dreptunghi ABCD este egal cu 60 cm. Daca AB=1,5 - BC, atunci aria dreptunghiului este
egala cu:

216 cm? 108 cm?; 90 cm?; 324 cm?
In figura alaturata, semidreptele AM si BM sunt bisectoarele unghiu- D M C

rilor BAD si ABC ale paralelogramului ABCD. Masura unghiului AMB
@ este egala cu:
45° 30°%
60°; 90°. A B
Patrulaterul ABCD are diagonalele perpendiculare si de lungimi diferite. Daca M, N, P, Q sunt
respectiv mijloacele laturilor AB, BC, CD si DA, atunci MNPQ este:
trapez; patrat; romb; dreptunghi.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
Segmentul MN este linie mijlocie a trapezului ABCD, M € AD si N € BC, iar punctul P este simetricul
punctului M fata de punctul N.
Demonstreaza ca MBPC este paralelogram.
Arata ca MP = AB + CD.
Daca #ABC = 90°, demonstreaza ca MBPC este romb.

Patrulaterul ABCD este un trapez cu «A = 60°, «C= 120° si AB= 12 cm. Punctul M apartine laturii AB
si patrulaterul AMCD este romb.

Demonstreaza ca ABCD este trapez isoscel.

Demonstreaza ca diagonalele trapezului ABCD nu sunt perpendiculare.

Calculeaza perimetrul trapezului ABCD.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul 1.1 1.2 1.3 4 | 1 |2 | 3 4 | a2 m3 |4 | va | Ivb | IVc | Va | Vb | Vic
Punctajul




CERCUL

Unitatea: Cercul

L1. Unghi inscris in cerc

L2. Coarde si arce in cerc. Proprietati

L3. Tangente dintr-un punct exterior la un cerc
L4. Poligoane regulate inscrise intr-un cerc

L5. Lungimea cercului si aria discului

Evaluare: Cercul
1. Probleme recapitulative
2. Test de evaluare

151



5 ¢« CERCUL

UNITATEA: CERCUL
(NI )V:-W B Unghi inscris in cerc

63 Ne amintim

¢ cercul de centru O si de raza r, elemente, A In figura 1:

proprietati; +AOB este unghi la centru;

R . . - o )
unghiul la centru, mdsura unghiului. AB este arcul de cerc corespunzitor

unghiului la centru;

= B AB este un arc mic de cerg;
Fig. 1 AMR

AMB este un arc mare de cerc.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Unghiul din figura 2 are varful B pe un cerc cu centrul O. Cercul determina pe laturile BA si BC ale unghiu-
lui ABC coardele BA si BC. Un unghi care are varful pe un cerc si ale carui laturi sunt secante cercului se numeste
unghi inscris in cerc. Arcul AC este cuprins intre laturile unghiului ABC. Unghiul CDE (figura 3) nu este unghi
inscris in cerc, deoarece cercul nu determina pe laturile DC si DE doua coarde. Unghiul EFG din figura 4 nu este
unghi inscris in cerc, deoarece nu are varful pe cerc.

Pentru un unghi ABC inscris intr-un cerc cu centrul in punctul O, centrul cercului poate fi: pe o latura
a unghiului (figura 5), in interiorul unghiului (figura 6) sau in exteriorul unghiului (figura 7). Unghiul AOC este
unghi la centru si «tAOC = AC.

B

Fig. 2

Cum se exprima
masura unui unghi
inscris in cerc in functie
Y de masura arcului cuprins

intre laturile sale?

&7 Rezolvim impreuni
A A
Unghiul ABC este unghi inscris intr-un cerc de centru O. Daca segmentul BC este
C

diametrul cercului, demonstreaza ca masura unghiului ABC inscris in cerc este juma- o) B
tate din masura arcului cuprins intre laturi (figura 8).
Ipoteza: «ABC este inscris in cerc; BC — diametru.

1— ;
Concluzia: «ABC = EAC. Fig. 8

Demonstratie (activitate frontald):
Din OB = OA = r rezulta ca triunghiul AOB este isoscel (figura 9), de unde «BAO = «ABO.
Unghiul AOC este exterior triunghiului AOB, deci «tAOC = «BAO + «ABO=2-«ABO=2-+ABC.

A
5 B
Dar unghiul AOC este unghi la centru si are mdsura egala cu masura arcului mic AC.
1 —
Rezulta ca «ABC = EAC.




Unghi inscris in cerc

PROBLEMA 2 A

Unghiul ABC este unghi inscris intr-un cerc de centru O. Daca punctul O este inte-
rior unghiului ABC, demonstreaza ca masura unghiului ABC inscris in cerc este juma-

tate din masura arcului cuprins intre laturi (figura 10). B 2\

Ipoteza: «ABC este inscris in cerc; O este interior unghiului ABC.

Concluzia: «ABC = %ZFC ¢
Demonstratie (activitate pe grupe): Fig. 10
Notam cu D punctul diametral opus punctului B (figura 11). Diametrul BD determina A

cu laturile unghiului ABC doud unghiuri adiacente, ABD si CBD, inscrise in cerc.
Aplicand pentru fiecare rezultatul din problema anterioard, obtinem:

<ABC:<ABD+<DBC:%@+%LTC=%TC. B D

Analog, se demonstreaza ca masura unghiului ABC inscris intr-un cerc de centru O este
jumatate din masura arcului cuprins intre laturi si in cazul in care punctul O este in
exteriorul unghiului (figura 7). Fig. 11

+ Definitie: Un unghi care are varful pe un cerc si ale carui laturi sunt secante cercului se numeste unghi
inscris in cerc. =
¢ Proprietatea unghiului inscris in cerc: Masura unui unghi inscris in cerc este jumatate din masura

arcului cuprins intre laturile sale.

Important. Se mai folosesc urmatoarele notiuni:
-vwi - ¢ arcsubintins (este arcul de cerc cuprins intre laturile unui unghi inscris in cerc);
+ unghi inscris intr-un semicerc dat (este unghiul inscris intr-un cerc care subintinde intre
laturile lui un semicerc);
¢ unghi inscris intr-un arc de cerc dat (este unghiul inscris intr-un cerc care subintinde intre
© laturile lui arcul dat).

[#* Aplicim cunostintele
N

a) Demonstreaza ca orice unghi inscris intr-un semicerc este unghi drept.
b) Arata cd, daca arcul de cerc subintins de laturile unui unghi are masura de 180°, atunci unghiul este drept.
Demonstratie (activitate pe grupe): B
a) Daca un unghi oarecare ABC este inscris in semicercul ABC, rezulta ca unghiul ABC sub-
intinde intre laturile lui semicercul ADC, parte a cercului cu centru in punctul O (figura 12).

2

1 1 1 ~ 1 A
Aplicand proprietatea unghiului inscris in cerc, rezulta «ABC = EADC = > 180°=90°. o i
b) Daca arcul de cerc ADC subintins de laturile unui unghi ABC are masura de 180°, D"

\\\\\\

rezultd cd unghiul ABC este inscris in semicercul ABC si atunci unghiul ABC este drept.

Fig. 12
B
Unghiul ABC este inscris in cercul cu centrul in punctul O si raza de 2 cm si \4
+ABC = 30° (figura 13). Calculeaza lungimea coardei AC.
ac .

Demonstratie (activitate individuald): Din «ABC = > si «ABC=30°rezulta ca 30° =

Si AC =60°. Unghiul AOC este unghi la centru si «£AOC = AC =60°. Cum triunghiul AOC
este isoscel (AO = CO) si «AOC = 60°, rezulta ca triunghiul AOC este echilateral si atunci C
AC=A0=CO=2cm. Fig. 13




5 ¢ CERCUL

Pe un cerc (O, r) se considera punctele A, B si C, astfel incat O € AC si «BAC = 30° (figura 14).
a) Calculeaza masurile arcelor AB, BC si CA.
b) Calculeaza masurile unghiurilor B si C ale triunghiului ABC.
) Arata ca BC este o coarda congruenta cu raza cercului. d
Demonstratie (activitate pe grupe):
a) Dacd A € ¢(0O, 1), C € (0, r) si O € AC, atunci punctele A si C sunt puncte diametral
opuse si ABC =180°.

—_

B
Daca A, B si C se afla pe cerc, unghiul BAC este unghi inscris si «BAC = TC Din enunt C
Fig. 14

—_— —_

avem «BAC = 30° si, cum «BAC= % , rezulta ca 30° = % Si BC = 60°.

Calculdm AB =ABC —BC = 180° - 60° = 120°. Deci, AB =120°, BC =60°si AC = 180°.

b) Unghiul ACB este unghi inscris in cerc si «<ACB = %= 1 220 =60°.

Unghiul ABC poate fi calculat si tindnd cont ca suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°. In acest caz,
+ABC = 180° - («BAC + «BCA) = 180° - (30° + 60°) = 90°. .

A 180°
Calculdam masura unghiului ABG, stiind ca este unghi inscris in cerc. Ca urmare, «tABC = —C= 80° _
Deci, ABC = 90°. 2

Observatie: Orice unghi inscris intr-un semicerc este unghi drept.
<) In triunghiul ABC, cu B = 90° si «A = 30°, din teorema lungimea catetei opuse unghiului de 30° este jumdtate

. . - AC 2r . . . .
dinipotenuzd rezultd ca BC= =S =? =r. Deci, BC=rsi, ca urmare, coarda BC este congruenta cu raza cercului.

Demonstreaza urmatoarele teoreme:
Teorema 1. Masura unui unghi cu varful in interiorul unui cerc este egala cu semisuma dintre masura
arcului cuprins intre laturile sale si masura arcului cuprins intre laturile unghiului opus la varf (figura a).

P

Fig.a c Fig. b

£APB = %(/Téﬂ?)) B £APB = %|7\1§—ch|

Teorema 2. Masura unui unghi cu varful in exteriorul unui cerc si ale carui laturi intersecteaza cercul

I
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|
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|
i este egald cu modulul semidiferentei dintre masurile arcelor cuprinse intre laturile unghiului (figura b).

g Exerseazi, fixeaz si aprofundeaza cunostintele

&) a) Deseneaza un cerc ¢(O, r =2 cm), o coarda AB, un diametru CD si un arc de cerc EF, cu masura de 60°.
b) Precizeaza lungimea coardei EF si natura triunghiului EOF.

B Se considera trei puncte distincte si necoliniare, A, B si C. Precizeaza cum poti determina centrul cercului
care contine (trece prin) punctele A, Bsi C.




Unghi inscris in cerc

n in figura alaturata este reprezentat un cerc (O, r = OA), cu diametrul BC. C
a) Demonstreaza ca «BAC =90°.
b) Daca «ABC = 30°, atunci coarda AC este congruenta cu raza cercului.

c) Dacé AC = OA, calculeazs masurile arcelor AB, CBA Si BCA.
Pe un cerc ¢(0O, r), se iau punctele A, B, C si D. Stiind ca «CBD = a°, calculeaza
masurile unghiurilor DAC si DOC.
B Pe un cerg, se considera punctele A, B si C. Determina masurile unghiurilor
triunghiului ABC, stiind ca masurile arcelor Zé, BC Si CA sunt direct proportionale cu numerele:
a)2,3si4; b) 18, 195i 23.
0@ Pe un cerg, se considera punctele M, N si P. Determina masurile unghiurilor triunghiului MNP, stiind ca
masurile arcelor MN NP si MP suntinvers proportionale cu numerele:
a) 0I5I OI( )l 0I2I b) 0I‘II OI( )l 0I2'
EA Pecercul ¢(0, n), se considera punctele A, Bsi C. Calculeaza raza cercului daca:
a) BC = 542 cm si «BAC = 455 b) BC = 10+/2 cm si «CAB = 45°.
E) Pe cercul €(0, r), se considera punctele M, N si P, astfel incat «MNP = 45°. Calculeaz lungimea coardei MP,
stiind ca:
a)r=8cm; b)r=6cm; cr=12cm.
B Pe cercul ¢(O, r=3 cm), se considera punctele E, F si G.

a) Daca EF = 3 cm, calculeaza masura unghiului EGF.
b) Daca «FGE = 30°, calculeaza lungimea coardei EF.

) Varfurile triunghiului ABC se afla pe cercul ¢(O, r). Determina masurile unghiurilor triunghiului, daca:
a) «OBC=43°si «+OCA =215 b) «OAC = 25° si «OBC = 33°.

: , 9,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

E) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

In figura alaturata, se stie c& APB =120°. M
a) Masura unghiului AMB este egala cu 50°. A N
b) Masura unghiului ANB este egala cu 60°. A
c) Masura unghiului APB este egala cu 120°. A F P
B
B Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

Pe un cerc, se considera punctele A, B si C, astfel incat punctele A si C sunt diametral opuse si
AB =30°.

a) Masura unghiului ABC este egalda cu ... 1) 30%
b) Masura unghiului BCA este egala cu ... 2) 15%
c) Masura unghiului CAB este egala cu ... 3) 75°%
d) Masura unghiului AOB este egala cu ... 4) 90%
5) 60°.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

Un triunghi ABC are varfurile pe un cerc cu centrul in punctul O. Daca «A = 35° si «B = 45°, atunci suma
masurilor unghiurilor ACO si BCO este egala cu |:|
g J




5 ¢ CERCUL

(I 1V:WA Coarde si arce in cerc. Proprietati

%A Ne amintim

¢ definitia si masura unui unghi la centru;
¢ definitia si teoremele referitoare la mediatoarea unui segment.

&7 Rezolvam impreuni

PROBLEMA 1 iy
Segmentele AB si CD sunt coarde ale unui cerc de centru O (figura 1).
Demonstreaza ca:
a) daca AB = (7) atunci AB=CD; b) daca AB=CD, atunci 2\75’ = C/B si /@ = Eﬁ)
Demonstratie (activitate frontald):
a) Unghiurile AOB si COD sunt unghiuri la centru. Rezults ca «AOB = AB = CD =COD. D
Cum OA = OC si OB = OD (ca raze), rezulta ca AAOB = ACOD (criteriul de congruenta LUL), 5
de unde AB=CD. Fig. 1

b) Deoarece AB = CD (din ipotezd) si OA = OB = OC = OD, rezulta ca AAOB = ACOD (criteriul de congruenta LLL)
si «AOB = «COD. Cum unghiurile AOB si COD sunt unghiuri la centru, rezulta ca AB=%A0B =+COD=CD, de

unde AB=CD. Din ACB=360°—AB Si CAD =360°—CD rezults ca ACB=CAD.
Prin urmare, oricare ar fi un cerg, la arce congruente corespund coarde congruente si reciproc.

PROBLEMA 2

Segmentul AB este o coarda a unui cerc de centru O. Diametrul perpendicular pe
coarda ABintersecteaza coarda, arcul mic si arcul mare in punctele M, N si P (figura 2).
Demonstreaza ca: P N
a) M este mijlocul coardei AB;
b) N este mijlocul arcului mic AB;
c) P este mijlocul arcului mare AB.
Demonstratie (activitate frontald): Fig. 2
a) Din OM 1 AB rezulta ca AAOM si ABOM sunt dreptunghice. Din AO=BO (ca raze) si OM latura comuna rezulta
ca AAOM = ABOM (criteriul CC) si AM = MB.
b) Din OM L AB rezulta ca AAMN si ABMN sunt dreptunghice. Din AM = MB si MN - latura comuna rezulta ca

AAMN = ABMN (criteriul CC) si AN = NB, de unde AN =NB (la coarde congruente corespund arce congruente).

c) Analog, AAMP = ABMP (criteriul CC) si XF\’ =BP.
Prin urmare, oricare ar fi un cerc, diametrul perpendicular pe coarda contine mijlocul coardei si mijloacele
arcelor determinate de coarda.

—
Segmentele AB si CD sunt coarde ale unui cerc (figura 3). Demonstreaza ca: |
a) dacd AB|| CD, atunci AC=BD;  b) dacd AC =BD, atunci AB|| CD. \
Demonstratie (activitate pe grupe): \
\
a) Deoarece AB || CD si BC este secantd, rezulta ca «ABC = «BCD (doua drepte paralele Y
determina cu o secantd o pereche de unghiuri alterne interne congruente) si, fiind \
11— 1=
unghiuri inscrise in cerc, avem «ABC = EAC si «BCD = EBD. Cum «ABC = «B(CD, rezulta 5 )\B
ca AC =BD. Fig. 3

b) Din congruenta arcelor AC si BD rezulta congruenta unghiurilor ABC si BCD. Deoarece dreptele care deter-
mina cu o secanta o pereche de unghiuri alterne interne congruente sunt paralele, rezultd ca AB || CD. Prin
urmare, daca doua coarde ale unui cerc sunt paralele, atunci arcele cuprinse intre ele sunt congruente si reciproc.




Coarde si arce in cerc. Proprietati

C

Segmentele AB si CD sunt doua coarde ale unui cerc de centru O, punctul M este
piciorul perpendicularei din O pe coarda ABsi punctul N este piciorul perpendicularei
din O pe coarda CD (figura 4). Demonstreaza ca:

a) daca OM=ON, atunciAB=CD; b) daca AB= (D, atunci OM = ON. m
Demonstratie (activitate individuald):

Triunghiul AOB fiind isoscel, cu OA = OB, indltimea OM este si mediand. Rezultd cd N
1 1

AM =—AB. Analog, se justifici egalitatea CN =—CD. B
2 2 Fig. 4

a) Deoarece AOMA = AONC (criteriul IC), rezulta ca AM = CN si, cum AM =%AB si CN =%CD, rezulta ca AB=CD.
b) Cum AB=CD, AM =%AB si CN =%CD, rezultda cd AOMA = AONC (criteriul IC) si OM = ON.

Prin urmare, daca distantele de la centrul unui cerc la doua coarde ale acestuia sunt egale, atunci coardele sunt
congruente si reciproc.

Observatie: Demonstratiile de mai sus pun in evidenta proprietati ale coardelor si ale arcelor unui cerc.

f L= B )

Proprietati ale coardelor si ale arcelor in cerc:
+ Doua arce congruente ale unui cerc au coardele corespunzatoare congruente.
Reciproc, doua coarde congruente ale unui cerc au arcele corespunzatoare congruente.
¢ Doua coarde paralele ale unui cerc cuprind intre ele arce congruente.
Reciproc, doua coarde ale unui cerc sunt paralele daca cuprind intre ele arce congruente.
+ Diametrul perpendicular pe o coarda contine mijlocul coardei si mijloacele arcelor determinate
de coarda.
+ Doua coarde ale unui cerc egal departate de centrul cercului sunt congruente.
Reciproc, doua coarde congruente ale unui cerc sunt egal departate de centrul cercului.

&

[#* Aplicim cunostintele
Construim o coarda AB a unui cerc de centru O si notam cu C mijlocul unuia dintre C

B
arcele determinate de coarda AB. O coarda CD intersecteaza coarda AB in punctul E. "

Daca punctul E este mijlocul coardei AB, demonstreaza ca punctele D, O, E, C sunt
coliniare (figura 5). A
Rezolvare (activitate frontald):

Din CA=CB rezulti ci CA=CB (proprietati ale coardelor si ale arcelorin cerc). Deoarece

E este mijlocul segmentului AB, rezulta ca EA = EB. Cum OA si OB sunt raze ale cercului,

rezulta ca OA= OB. Egalitatile: OA = OB, EA = EB, CA = (B arata ca punctele O, E si Csunt

egal depdrtate de capetele segmentului AB, deci sunt puncte ale mediatoarei segmen- Fig. 5

tului AB si, ca urmare, sunt puncte coliniare. Dar punctul E este pe dreapta CD, deci E, C, D sunt coliniare.
In consecinta, punctele D, O, E si C sunt coliniare.

& Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

ED intr-un cerc cu centrul in punctul O si raza OA, se noteaza cu BC coarda perpendiculara pe raza OA in
mijlocul acesteia. Demonstreaza ca OBAC este romb.

B) Doua coarde AB si PR ale unui cerc de centru O sunt congruente. Diametrul MN este perpendicular pe
coarda AB si masura unghiului POR este egala cu 64°. Determina masurile arcelor mici AM, AN, MB si BN.

E) Fie un cerc cu centrul intr-un punct Osiraza de 5 cm. O coarda AB se afli la distanta de 3 cm fata de centrul
cercului. Determina lungimea unei coarde CD, stiind ca arcele AB si CD sunt congruente.
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€ Punctele A, B, Csi D sunt pe un cerc de centru O si razd 6 cm, iar coardele AB si CD sunt egal depértate
de centrul cercului. Daca arcul AB are masura de 60°, calculeaza lungimea coardei CD si distanta de la
punctul Bla OA.

B Peun cerc de centru O si razd 10 cm, se considera punctele A, B si C, astfel incat AB= BC si masura arcului AB
sa fie egald cu 60°. Calculeaza aria triunghiului OAC.

0@ Peun cerccu centrul in O, se considerd punctele A, B, C, D si M, astfel incat dreptele AB si CD sé fie paralele,
iar punctele Csi M sa fie diametral opuse. Stiind ca «AOC = 50° si «OCD = 18°, determind masura arcului BM.

Un arc AB al unui cerc are masura de 20°. Se noteaza cu Csi D punctele diametral opuse punctelor A si,
respectiv, B.
a) Calculeaza masurile arcelor mici AD si BC. b) Demonstreaza ca dreptele AD si BC sunt paralele.

€] Punctele A, B, Csi D apartin unui cerc cu centrul in O, iar ABCD este trapez cu bazele AB si CD. Arati ca:
a) AD=BC; b) unghiurile AOD si BOC sunt congruente;
c) distanta de la punctul O la dreapta AD este egald cu distanta de la punctul O la dreapta BC.

) infigura 6, punctele B, C, D, F, E sunt pe un cerc, ABCD este trapez cu bazele AB si CD, BE || CF, DE ~ CF = {P}
siA € DE. Demonstreaza ca:
a) unghiurile BCF si CDE sunt congruente; b) «PAB + «BCP = 180°.

) in figura 7, cele doua cercuri se intersecteaza in punctele M si N. O dreapta d,, care contine punctul M,
intersecteaza cercurile in punctele A si B, iar o dreapta d,, care trece prin punctul N, intersecteaza cercurile in
punctele Csi D. Daca dreptele d, si d, sunt paralele, demonstreaza ca ABCD este paralelogram.

D C

Fig. 6

| .
[ Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE o) 2

E) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste literaF. 2 puncte
Coardele AB si CD, de lungimi diferite, ale unui cerc de centru O sunt paralele. Daca O este intre cele
doud coarde, se noteaza cu E si F mijloacele coardelor AB, respectiv CD si cu G si H, mijloacele arcelor mici
AB si, respectiv, CD.
a) Punctele A, B, Csi D sunt varfurile unui trapez.
b) Arcele cuprinse intre coardele AB si CD sunt congruente.
c) Punctele O, E si F sunt coliniare.
d) Punctele O, E, F, G si H sunt coliniare.

> > > >
mmmm

(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

Pe un cerc cu centrul in punctul O, se considera punctele A, B, C, D, E si F in sensul invers rotirii acelor
de ceas, astfel incat coardele AB, BC, CD, DE, EF si FA sa fie congruente. Daca se noteaza cu M intersectia
coardelor CF si AE, atunci:

a) ABCD este un ... 1) dreptunghi;
b) ABDE este un ... 2) patrat;
c) AOEF este un ... 3) romb;
d) BDEM este un ... 4) trapez dreptunghic;
5) trapez isoscel.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte

Masura arcului AB al unui cerc este de 40°. Daca C si D sunt punctele diametral opuse punctelor A,
respectiv B, atunci suma masurilor arcelor mici AD si BC este egala cu |:|

\ J




Tangente dintr-un punct exterior la un cerc

(I 1V:B Tangente dintr-un punct exterior la un cerc

A Ne amintim

¢ pozitia unei drepte fata de un cerc; ¢ orice dreapta are cel mult doua puncte comune cu un cerc.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

1. Construim un segment oarecare AB si doua cercuri, unul cu centrul in A si
altul cu centrul in B, avand razele congruente. Cele doua cercuri se intersecteaza
in punctele P si Q. Sa observam ca patrulaterul APBQ are laturile congruente,
deoarece AP = AQ = AB = BQ= BP (ca raze ale celor doua cercuri), deci patrulaterul
APBQ este romb si diagonalele lui se intersecteaza in punctul M, care este mijlocul
fiecarei diagonale (figura 1). Rezulta ca punctul M este mijlocul segmentului AB.

Prin urmare, folosind rigla si compasul, putem construi mijlocul oricarui
segment AB. Mijlocul unui segment AB poate fi construit si cu ajutorul uneirigle
gradate (figura 2).

2. Construim acum un cerc oarecare, cu centrul in punctul O, si un punct P
exterior cercului. Prin unul dintre procedeele indicate la punctul anterior,
construim mijlocul segmentului OP, pe care il notam cu M. Cercul cu centrul in
punctul M si raza OM = MP intersecteaza cercul dat in punctele A si B. Sa
observam ca unghiul OAP este inscris in cerc. Deoarece arcul OBP este un
semicerc, rezulta ca «OAP = 90°.

Prin urmare, distanta de la punctul O la dreapta AP este egala cu OA.

Rezulta ca dreapta AP este tangenta la cercul cu centrul O. Analog, se arata
ca dreapta BP este tangenta la cercul cu centrul O. Din congruenta triunghiurilor
dreptunghice OAP si OBP rezulta ca AP = BP (figura 3).

N

Proprietatile tangentelor dintr-un punct exterior la un cerc:

¢ Prin orice punct dat exterior unui cerc, se pot construi doua tangente la
cercul respectiv.

¢ Segmentele determinate de punctul dat si punctele de tangenta sunt
kcongruente.

[#* Aplicim cunostintele

ProBLEMA 1

J

/

Demonstreazd urmatoarele teoreme:

Teorema 1. Orice punct de pe bisectoarea unui unghi este egal departat de laturile unghiului.

Teorema 2. Orice punct egal departat de laturile unghiului este pe bisectoarea unghiului.

Teorema 3. Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sunt concurente intr-un punct / si laturile triunghiului
sunt tangente la un cerc care are centrul in punctul /.
Demonstratie (activitate frontald):
Teorema 1. Construim un unghi cu varful in punctul O, bisectoarea acestuia si un
punct oarecare P pe bisectoare (figura 4). Din punctul P construim perpendicularele
pe laturile unghiului si notam cu A si B intersectiile perpendicularelor cu laturile un-
ghiului. Rezulta ca distantele de la punctul P la laturile unghiului sunt PA si PB. Punctul
P este egal depdrtat de laturile unghiului dacd distantele PA si PB sunt egale. Aceasta
rezulta din congruenta triunghiurilor dreptunghice OAP si OBP (criteriul de congru-
entd IU: OP - latura comuna si «<AOP = «BOP).
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Din congruenta triunghiurilor dreptunghice OAP si OBP (criteriul C
de congruenta IC: OP - laturd comuna si AP = PB) obtinem teorema.
Construim un triunghi oarecare ABC (figura 5). Bisectoarele

unghiurilor A si B se intersecteaza in punctul /. Punctul / este pe bisectoarea P
unghiului A. Aplicand teorema 1, rezulta ca punctul / este egal departat de N
laturile unghiului A, adica IM = IN. Deoarece punctul / este si pe bisectoarea
unghiului B, rezulta cd | este egal depdrtat de laturile unghiului B, adica IM = IP.
=== DinIM=INsiIM = IP rezulta ca IM = IN = IP sunt raze ale unui cerc cu centrul
in 1. Avand in vedere c& IN = IP, deducem, conform teoremei 2, cd punctul | A Fig. 5 B

apartine si bisectoarei unghiului C. Prin urmare, cele trei bisectoare sunt
concurente. Deoarece distanta de la punctul / la dreapta AB este egala cu raza cercului, rezulta ca dreapta AB
este tangenta la cerc. Analog, dreptele BC si AC sunt tangente la cerc.

in clasa a VI-a am invatat c& acest cerc se numeste

Un triunghi ABC are lungimile laturilor AB=5 cm, BC=6 cm si AC = 3 cm. Cercul inscris in triunghi inter-
secteaza laturile AB, BC si ACin punctele M, N si P. Calculeaza lungimile segmentelor: AM, AN, BM, BP, CN si CP.

Folosim figura 8. Aplicand proprietdtile tangentelor dintr-un punct exterior la cerc, rezulta congruentele AM = AN,
BM=BPsi CN=CP.Notand lungimile segmentelor AM =x, BM =y si CN = z, rezulta lungimile laturilor triunghiului:
5=x+y,6=y+2zsi3=2z+x(1). Perimetrul triunghiului ABC este 14 = 2x + 2y + 2z, iar semiperimetrul este
7 =X+ y + z (2). Scazand pe rand din egalitatea (2) cate una dintre egalitatile (1), rezultd ca z =2, x=1si
y=4,deunde AM=AN=1cm,BM=BP=4cmsiCN=CP=2cm.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

n Dintr-un punct M exterior unui cerc cu centrul in O, se duc tangentele la cerc, care intersecteaza cercul in
punctele A si B. Stiind ca «BMA = 52°, calculeaza masurile unghiurilor triunghiului ABM si ale triunghiului ABO.

B} Tangentele dintr-un punct P exterior unui cerc cu centrul in O intersecteazi A

cercul in punctele A si B. Stiind ca cercul are raza de 4 cm si AB =120° (figura 6),
calculeaza: a) masura unghiului APB;
b) perimetrul si aria patrulaterului AOBP.

E) Petangentain punctul A al unui cerc de centru O'si razi r, se ia un punct B, astfel
incat AB = r. Din punctul B se duce cealalta tangenta la cerc si se noteaza cu C
punctul de tangenta.

a) Demonstreaza ca «ABC = 90°. b) Calculeaza perimetrul si aria patrulaterului ABCO.
In figura 7, cele doué cercuri sunt concentrice, iar MA, MB, MC si MD sunt tangente cercurilor. Demon-
streaza ca «tAMC = «BMD.
B infigura 8, punctul M este exterior cercului cu centrul O si AM este o tangenta din punctul M la cerc.

a) Stiind cd OM =13 cm si AM = 12 cm, calculeaza raza cercului.

b) Stiind ca raza cercului este egala cu 7 cm si OM = 25 cm, calculeaza AM.

c) Stiind cd AM = 28 cm si raza cercului este egala cu 21 cm, calculeaza OM.

0 infigura 9, dreapta AB este tangents la cerc in punctul B, iar segmentul BC este coardd. Demonstreaza

p

Fig. 8 Fig.9




Tangente dintr-un punct exterior la un cerc

A infigura 10, dreptele MA, MB si NC sunt tangente la cercul cu centrul in O, iar punctele A si C sunt puncte
diametral opuse. Calculeaza masura unghiului MON.

€ infigura 11, ABCD este un patrulater, iar laturile sale sunt tangente unui cerc in punctele M, N, Psi Q.
a) Demonstreaza ca AB+ CD = AD + BC.
b) Daca AD = BC=6 cm si AB= 8 cm, calculeaza perimetrul patrulaterului ABCD.

B) infigura12,se stie ca EA, EB si CD sunt tangente cercului de centru O. Daca lungimea segmentului AE este
egald cu 6 cm, calculeaza perimetrul triunghiului CED.

Lvg

A

Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12

) cercurile ¢, $i ¢, sunt cercuri tangente exterioare in punctul T si dreapta d este tangenta celor doud
cercuri in punctele M, respectiv N. Demonstreaza ca triunghiul MTN este dreptunghic.

. - @ .
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste literaF. 2 puncte
Triunghiul ABC, cu «A =90° are AB =3 cm si AC=4 cm. Se noteaza cu D simetricul punctului A fata de
dreapta BC. Daca ¢, este cercul cu centrul in Bsi raza de 3 cm si ¢, este cercul cu centrul in Csiraza de 4 cm,
atunci:
a) CAsi CD sunt tangente la cercul ¢;
b) BA si BD sunt tangente la cercul ¢;
c) diagonalele patrulaterului cu varfurile in punctele A, B, Csi D au acelasi mijloc;
d) diagonalele patrulaterului ABDC sunt perpendiculare.

> > > >
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Qa Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

Se considera un cerc ¢,(A, r, = 3 cm) si un segment AB = 5 cm. Tangentele din punctul B la cerc il
intersecteaza pe acesta in punctele C si D. Se noteaza cu O mijlocul segmentului AC si se deseneaza cercul
(O, r,=1,5 cm), care intersecteaza segmentul AB in punctul E. Pe arcul mic AE se considera un punct F,
astfel incat BF sa fie tangenta la cerc. Atunci:

‘I .
a) JBD= . 118 cm;
] 2)2cm;
b) ZBFZ... 3)1cm,
C)CEZ... 4) 2’4cm;
d)AE=...
5)4,5cm.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte

Pe cercul de centru O si raza r, se considera un punct A. Pe tangenta in punctul A la cerc, se ia un
punct B, astfel incat AB = 2r si se noteaza cu M mijlocul segmentului AB. Din punctul M se duce o alta
tangenta la cerc si se noteaza cu N punctul de tangenta. Dreapta BN intersecteaza a doua oara cercul in

Kpunctul C.Daca BC = 4+/2 cm, atunci r= S cm.




5 ¢ CERCUL

NI )V:X‘® Poligoane regulate inscrise intr-un cerc

¢ definitia si masura unui unghi la centru;
¢ definitia si masura unui unghi inscris;
¢ definitia mediatoarei unui segment si proprietatile ei.

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

Pe un cerc de centru O desenam cinci puncte, A, B, C, D si E, astfel incat oricare doua
dintre segmentele AB, BC, CD, DE si EA au cel mult un punct comun (figura 1). Despre
reuniunea celor cinci segmente se spune ca este pentagonul ABCDE inscris in cercul de /
centru O. Punctele A, B, C, D si E sunt varfurile pentagonului, segmentele AB, BC, CD, DE
si EA sunt laturile pentagonului, iar «+EAB, «ABC, «BCD, «CDE si «DEA sunt unghiurile \
pentagonului.

in general, daca punctele ALAL A, ., A A sunt puncte pe un cerg, astfel incat
oricare doua dintre segmentele A A, A A, AA, ... A A, AA, au cel multun punct comun, despre reuniunea
segmentelor se spune cd este poligonul A/ A A_.A inscris in cercul de centru O.

Un poligon este denumit dupa numarul varfurilor: triunghi (are trei varfuri), patrulater (are patru varfuri),
pentagon (are cinci varfuri), hexagon (are sase varfuri), octogon (are opt varfuri). Daca unghiurile si laturile
unui poligon sunt congruente, atunci poligonul este un poligon regulat.

&7 Rezolvam impreuni

In figura 2, unghiurile din jurul punctului O sunt congruente. Un cerc cu centrul in D
punctul O intersecteaza laturile unghiurilor in punctele A, B, C, D si E, care sunt varfurile /\
pentagonului ABCDE inscris in cercul de centru O. Notand cu n numarul laturilor penta- £ C

gonului, atunci:

A Fig.1

a) arata ca ABCDE este pentagon regulat;
b) exprima in functie de n masurile unghiurilor pentagonului; A
) exprima in functie de n suma masurilor unghiurilor pentagonului; A8

d) arata ca centrul cercului este intersectia mediatoarelor laturilor pentagonului;
e) aratd cd centrul cercului este intersectia bisectoarelor unghiurilor pentagonului.
Demonstratie (activitate frontald):
a) Deoarece cele cinci unghiuri, AOB, BOC, COD, DOE si EOA, sunt unghiuri congruente in jurul punctului O si
suma masurilor unghiurilor in jurul unui punct este egala cu 360°, rezultd ca fiecare unghi are mdsura egala

360°
cu

=72°. Cum cele cinci unghiuri sunt si unghiuri la centru, rezulta ca arcele mici AB, BC, CD, DE si EA au

masurile egale cu 72°, adica AB=BC=CD=DE=EA. Deoarece la arce congruente corespund coarde
congruente, rezultd cd AB= BC= CD = DE = EA. Prin urmare, laturile pentagonului ABCDE sunt congruente.

Observam ca orice unghi al pentagonului este unghi inscris in cerc si masura arcului cuprins intre laturile
sale este egalad cu suma masurilor a trei arce mici. De exemplu, mdsura arcului cuprins intre laturile unghiu-

—_ = = 3.72°
lui ABC este egala cu CD+DE +EA=3-72°. Rezultd ca «ABC =

=108°. Prin urmare, orice unghi al penta-

gonului are masura egala cu 108° si unghiurile pentagonului ABCDE sunt congruente. Avand unghiurile si
laturile congruente, pentagonul este pentagon regulat.
b) Conform punctului a), rezulta ca arcele mici AB, BC, CD, DE si EA ale pentagonului regulat ABCDE au masura

o

egald cu , unde n este numarul laturilor pentagonului (n = 5). De asemenea, rezulta ca unghiurile

n




Poligoane requlate inscrise intr-un cerc

360° (n-2)-180° 3-180°

pentagonului regulat au masura egala cu (n—2)- o =108°.
n n
¢) Conform punctului b), suma masurilor celor n unghiuri ale pentagonului regulat este egala cu:
—2)-180°
p =280 o) 1800 = (5-2) - 180° = 540°
n

tului AB. Prin urmare, punctul O se afla pe mediatoarea fiecarei laturi a pentagonului
regulat, adica punctul O este intersectia mediatoarelor laturilor pentagonului regulat.
Rezultd ca centrul cercului este intersectia mediatoarelor laturilor pentagonului

d) Consideram o latura a pentagonului regulat ABCDE, de exemplu, latura AB (figura 3). /\
Deoarece OA = OB, ca raze ale cercului, rezulta ca O este pe mediatoarea segmen- ¢ C

A~ —_1_—8B
regulat. K
e) Consideram un unghi oarecare al pentagonului, de exemplu, unghiul ABC (figura 4). Fig.3
Deoarece BA = BC (laturi congruente ale pentagonului), rezulta ca punctul B se afla pe D

mediatoarea segmentului AC. Deoarece OA = OC (raze ale cercului), rezulta ca punctul O / \
se afla pe mediatoarea segmentului AC. Cum B si O sunt doud puncte ale mediatoarei

segmentului AC, rezultd ca BO este mediatoarea segmentului AC. Deoarece triun-
ghiul ABC este isoscel (BA = BC), rezulta ca mediatoarea BO este bisectoarea unghiu-
lui ABC, adica punctul O se afla pe bisectoarea unghiului. Prin urmare, punctul O se afla 7
pe bisectoarea fiecarui unghi al pentagonului regulat, adica centrul cercului este
intersectia bisectoarelor unghiurilor pentagonului regulat.

Observatii:

1.Se poate demonstraca,dacaun poligonA A A...A_(n = 3) este poligon regulat, atuncivarfurile poligonului
sunt pe un cerc de centru O, adica poligonul este inscris intr-un cerc.

2. Pentru un poligon regulat cu n laturi A A A....A , inscris intr-un cerc de centru O, folosind procedeele de
la problema precedenta, putem calcula masura unghiurilor poligonului si suma masurilor lor. De asemenea,

putem demonstra proprietatea mediatoarelor laturilor si a bisectoarelor unghiurilor poligonului.

q L e )
¢ Definitii:
Un poligon se numeste poligon inscris in cerc daca varfurile poligonului apartin unui cerc.
Despre cerc se spune ca este cercul circumscris poligonului, iar centrul cercului este numit centrul
poligonului.
+ Un poligon se numeste poligon regulat daca are laturile congruente si unghiurile congruente.
¢ Proprietatile poligonului regulat:
> Orice poligon regulat este poligon inscris intr-un cerc.
> Varfurile unui poligon regulat cu n laturi inscris in cerc determina pe cerc n arce congruente.
> Daca varfurile unui poligon inscris intr-un cerc determina n arce congruente, atunci poligonul este
regulat si are n laturi.
» Masura unui arc mic de cerc determinat de o latura a poligonului regulat cu n laturi inscris intr-un

[e]

cerc este egala cu

. . " L e . (n=2)180°
> Masura unui unghi al unui poligon regulat cu n laturi inscris intr-un cerc este egala cu —.
» Suma masurilor unghiurilor unui poligon regulat cu n laturi inscris intr-un cerc este egala cu (n - 2) - 180°.
> Centrul cerculuiin care este inscris un poligon regulat coincide cu punctul de intersectie a media-
toarelor laturilor poligonului.

> Centrul cercului in care este inscris un poligon regulat coincide cu punctul de intersectie a bisec-
toarelor unghiurilor poligonului.

(=)



Justifica urmatoarea afirmatie: Un triunghi echilateral ABC este un poligon regulat.
Descrie 0 metoda prin care construiesti cercul care trece prin varfurile acestui
triunghi.

Triunghiul ABC, fiind echilateral, are unghiurile si laturile congruente, deci este o]
poligon regulat cu trei laturi (figura 5). A

Construim centrul cercului, pe care il notam cu O. Acesta se obtine fie caintersectie B
a mediatoarelor a doua laturi, fie ca intersectie a bisectoarelor a doua unghiuri.
Cercul cu centrul in O si raza OA este cercul cdutat (figura 5). Fig.5

Justifica urmatoarea afirmatie: Un patrat ABCD este un poligon regulat.
Descrie o metoda prin care poti construi cercul care trece prin varfurile acestui patrat.
D C
Patratul ABCD are unghiurile si laturile congruente, deci este poligon regulat cu
patru laturi (figura 6).
Intersectia diagonalelor patratului, pe care o notam cu O, este centrul cercului
cautat, raza cercului fiind OA= OB = 0C= 0D (diagonalele unui patrat se intersecteaza
intr-un punct, care este mijlocul fiecarei diagonale).

Fig. 6

Arata cd, daca ABCDEF este un hexagon regulat inscris in cercul de centru O, atunci punctul O determina
cu oricare doua varfuri consecutive ale poligonului un triunghi echilateral.

Arata ca AD este un diametru al cercului de centru O.

Determind o modalitate de constructie a unui hexagon regulat inscris in cerc.

Determina o modalitate de constructie a unui triunghi echilateral inscris in cerc.

Deoarece ABCDEF este un hexagon regulat inscris in cercul de centru O (figura 7),
laturile hexagonului sunt congruente. Dar laturile hexagonului sunt 6 coarde ale cer- 0
cului, cérora le corespund arcele mici AB, BC, CD, DE, EF si FA, care sunt congruente, F C

iar AB=BC = CD = DE = EF = FA =22

=60° (la arce congruente corespund coarde

congruente). Prin urmare, «AOB = AB = 60°. Decarece OA = OB (ca raze ale cercului), A B
triunghiul OAB este isoscel si, cum are un unghi de 60°, acesta este echilateral. Prin Fig.7
urmare, centrul O al cercului in care este inscris hexagonul regulat ABCDEF determina cu oricare doua varfuri
consecutive ale hexagonului regulat un triunghi echilateral.

Cum «AOD = £AOB + «BOC + «COD = 60° + 60° + 60° = 180°, rezulta ca punctele A si D sunt diametral opuse,
adica AD este diametru.

— desendm un cerc si o raza;
- trasam unghiuri la centru adiacente, cu masura de 360°: 6 = 60°
- unim succesiv cele 6 puncte de pe cerc.

— desenam un cerc si un diametru;

— cu aceeasi deschidere a compasului, fixdm acul compasului in:
e unul dintre capetele diametrului si trasam un arc de cerc, care intersecteaza cercul in doua puncte;
o celalalt capat al diametrului si trasam un arc de cerc, care intersecteaza cercul in doua puncte;

- unim punctele obtinute pe cerc.

Unim din 2 in 2 varfurile unui hexagon regulat.



Poligoane requlate inscrise intr-un cerc

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) Determina masurile unghiurilor unui poligon regulat cu:
a) 6 laturi; b) 8 laturi; c) 10 laturi.
B} Calculeaza suma méasurilor unghiurilor unui poligon regulat cu: =
a) 6 laturi; b) 8 laturi; c) 10 laturi. @
E) Determind numérul de laturi ale unui poligon regulat cu masura fiecarui unghi de:
a) 120% b) 135°% c) 144°,
Determind numarul de laturi ale unui poligon regulat care are suma masurilor unghiurilor egala cu:
a) 1440°% b) 2160 c) 2520°.
B Lucaaconstruit poligonul regulatA A...A . Determind cat este n, stiind ca arcul mic A A, are masura egala cu:
a) 100°% b) 150° c) 225°,
[A Alexandra a construit poligonul regulat A A,..A . Determind cat este n, stiind ca unghiul OA A, are masura
egala cu:
a) 78% b) 75°% c) 81°.
Precizeaza numarul de diagonale ale unui poligon regulat cu:
a) 6 laturi; b) 10 laturi; c) n laturi.
B Calculeaza numarul de laturi ale unui poligon regulat care are:
a) 27 de diagonale; b) 54 de diagonale; c) 170 de diagonale.

B} Construieste un dreptunghi MNPQ, cu MN = 4 cm si «MNQ = 60°.

a) Demonstreaza cd exista un cerc pe care se afld varfurile dreptunghiului.

b) Mediatoarea laturii MQ intersecteaza cercul construit la subpunctul a) in punctele R si S. Demonstreaza
ca punctele M, N, P, Q, R, S sunt varfurile unui hexagon regulat.
) Pe laturile unui dreptunghi, se construiesc in exterior patrate.

a) Demonstreaza ca centrele acestor patrate sunt varfurile unui poligon regulat.

b) Calculeaza raza cercului circumscris acestui poligon, stiind ca doua dintre laturile consecutive ale
dreptunghiului au lungimile egale cu a cm, respectiv b cm.

‘ : ®,
( Din oftclu: 1 punct AUTOEVALUARE 2 )

) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 2 puncte

a) Un patrulater cu toate laturile congruente este poligon regulat. A F
b) Un patrulater cu toate unghiurile congruente este poligon regulat. A F
c) Toate diagonalele unui pentagon regulat sunt congruente. A F
d) Masura unui unghi al unui poligon regulat cu 10 laturi este egala cu 144°. A F

(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

Se considera triunghiurile echilaterale ABC, ACD, ADE, AEF si AFG, avand interioarele disjuncte doua
cate doua. Daca punctele M, respectiv N sunt mijloacele laturilor AB, respectiv AE, atunci poligonul:

a) ACBG este un ... 1) poligon regulat;
b) BCFG este un ... 2) romb;

c) CDNM este un ... 3) dreptunghi;

d) BDF este un ... 4) patrat;

5) trapez isoscel.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte
Un triunghi isoscel MNP, cu MN = MP, are masura unghiului NMP egala cu 20°. Daca NP este latura
unui poligon regulat inscris in cercul circumscris triunghiului MNP, atunci numarul laturilor acestui poligon

este egal cu |:|

\ J




5 ¢ CERCUL

(NI 1V:W Lungimea cercului si aria discului

¢ definitia si masura unui unghi la centru; * marimi direct proportionale si regula de trei simpla.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

N

Definitia riguroasa a lungimii unui cerc necesita cunostinte pe care nu le
aveti inca. Mai putin riguros, dar pe intelesul vostru, lungimea unui cerc este
lungimea unui fir cu care putem inconjura cercul. Primul care a tratat in mod
stiintific problema afldrii lungimii unui cerc a fost Arhimede, un matematician
grec din Antichitate. Noi vom incerca sa estimam lungimea cercului folosind
cunostintele de pana acum.

Daca desenam unghiuri la centru intr-un cerc, constatam ca lungimile coardelor si A
ale arcelor determinate de laturile fiecarui unghi sunt cu atat mai mici, cu cat unghiulla g 7

Ce este lungimea
unui cerc si cum

calculam lungimea
cercului?

2 D
centru este mai mic. De exemplu, deoarece «AOB < «COD, rezulta ca AB< CD si AB<CD
(figura 1). Constatam cd, daca unghiul la centru AOB este mic, lungimea arcului AB este
aproximativ egala cu lungimea coardei AB, adica AB =~ AB. Aproximarea este cu atat mai c

buna, cu cat unghiul la centru este mai mic, adica cu cat numarul laturilor poligonului
este mai mare. De aceea, vom admite ca lungimea unui cerc este perimetrul unui
poligon regulat cu n laturi inscris in cerc, atunci cand n este suficient de mare, si vom Fig. 1
analiza doua cazuri:n=36sin =72.
Cazul n =36.Daca consideram un poligon regulat cu 36 de laturi, atunci masura fiecarui arc mic determinat

o

de laturi este egala cu =10° si este masura unui unghi la centru determinat de centrul cercului si

extremitatile unei laturi. Construim un cerc cu centrul intr-un punct O si raza r = OA = 10 cm. Daca AB este o

latura a unui poligon regulat cu 36 de laturi inscris in acest cerc, atunci «AOB = AB =10". A

Construim apoi unghiul AOB la centru, cu masura de 10° (figura 2), -
si observam ca arcul AB aproape se identifica cu coarda AB. Altfel spus, o 10° CAIR
Iunglmea arcului AB este aproximativ egald cu lungimea coardei AB, T'T“TWW"TWWWW“W”“I““I””\””I“”l””\””I““l””\””
adicd AB =~ AB.Masurand lungimea coardei AB, gasim AB=1,7 cm. Fig. 2
Rezults ca AB =~ 1,7 cm. Notand cu £ _lungimea cercului, rezulta ca £, =36 - AB =36 - 1,7 = 61,2 (cm).

Z 61,2
Calculam acum raportul dintre lungimea cercului si lungimea diametrului cercului: 2‘6" zm=3,06.
.r .

Cazul n=72. Repetam constructia pentru un poligon regulat cu 72 de laturi. in acest caz, datele constructiei
sunt urmatoarele: r = OA = 19,5 cm, +AOB = AB = 5°. Masurand lungimea coardei AB, gasim AB = 1,7 cm si

rezulta: AB =1,7cm; £_=72- AB =72-1,7=1224; ”Lie" zE:&B

cere 2-r 2-19,5

cerc

Deoarece 72 este mai mare decat 36, aproximarea raportului cu numdrul 3,13 este mai bund decat

Z,
aproximarea raportului 2“*“ cu numdrul 3,06. Deci, cu cat numarul laturilor poligonului inscris este mai mare,
r
"4erc
cu atat aproximarea raportului 5 este mai buna.
-r

X : '“4erc H H
Cu metode avansate, s-a demonstrat ca valoarea raportului 2— este aceeasi pentru toate cercurile.
-r
Acest raport se noteaza cu  (litera greceasca ,pi”). Tot cu metode avansate, se poate arata ca m este numar
irational si ca m=3,141592653589793238462643383279... . Prin urmare, /= 27r.




Lungimea cercului si aria discului

in figura 3, este reprezentat un cerc de centru O si raza r.

in figura 4, este reprezentat un disc, adica cercul si punctele inte-
rioare cercului.

Prin urmare, discul este o suprafata plana deteminata de un cercsi
de punctele interioare cercului. Marimea acestei suprafete se exprima
printr-un numar numit aria discului sau, in mod uzual, aria cercului,

¢ Formula de calcul pentru lungimea unui cerc in functie de
razaraacestuia este: £ _ = 2.

¢ Formula de calcul pentru aria unui disc in functie de raza r a acestuia este: .o/ _=mr’.

[#* Aplicim cunostintele

Daca A si B sunt doua puncte ale unui cerc, calculeaza lungimea arcului AB, stiind ca masura arcului de cerc
este egala cu o (figura 5).
Rezolvare (activitate pe grupe):
Lungimea unui arc de cerc, exprimata intr-o unitate de masura pentru lungimi, si
masura arcului de cerc, exprimatd in grade, pot fi considerate mdrimi direct

Fig. 3 Fig. 4

m= 3,14 (cu doua zecimale exacte)

~

>

proportionale. Prin urmare, daca AB = a’, notam cu 4‘5 lungimea arcului de cerc AB '
si aplicdm regula de trei simpla:
S 360° °. p 0
= /4 = O Leere _ ﬂ. _ B
jA—B ................... o’ 8 360° 180° Fig.5

Daca A si B sunt doua puncte ale unui cerc de centru O, suprafata marginita de razele OA, OB si arcul de
cerc AB se numeste sector de cerc (figura 6). Calculeaza aria sectorului de cerc, stiind ca masura arcului AB este
egald cuo’.

Rezolvare (activitate pe grupe):
Aria unui sector de cerc, exprimata intr-o unitate de masura pentru suprafete, si
masura arcului de cerc, exprimata in grade, pot fi considerate mdrimi direct

>

proportionale. Prin urmare, daca AB = a° notam cu .77 aria sectorului si aplicam '
regula de trei simpla:
&fcerc .................... 360° B ao-yicerc B irlal
A a® etor 3600 360° B
sector Flg 6

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

D Calculeaza lungimea unui cerc de raza r, daca: ) Calculeazs aria unui disc de raza r, daca:
a)r=25cm; b)r=4cm; a)r=3cm; b)r=7cm;
) r=10cm; d)r=0,5cm. or=12cm; d)r=10cm.

A Determini raza cercului care are lungimea egala cu:

a)10mem;  b)7mem; o) 12mem;  d) 36mcm B Determina raza unui disc, stiind ca acesta are aria

. s L . egala cu:
E) Aproximeaza prin adaos la sutimi raza unui cerc, 5 5
” . . . « a) 25m cm?; b) 3,24m cm?;
stiind ca lungimea cercului este egala cu:
c) 144m cm?; d) 1961 cm?.

a) 14 cm; b)17cm; «¢)23cm; d) 34 cm.




&l

5 ¢ CERCUL

{@ Punctele Assi B apartin unui cerc de centru O si raza de 12 cm. Calculeazi lungimea arcului mic AB, stiind cé:
a) «AOB = 45°; b) «AOB = 60°; c) «AOB =90 d) «AOB = 30°.

A Punctele Msi N apartin unui cerc de centru O si raza de 6 cm. Calculeaza aria sectorului de cerc MON, stiind
ca masura arcului MN este egala cu:

a) 60°% b) 30°% c) 45% d) 90°.
€] Calculeaza aria discului méarginit de cercul care are lungimea egala cu:
a) 12mcm; b) 18m cm; c) 24nm cm; d) 32mcm.

E) Calculeaza lungimea cercului care margineste un disc cu aria egala cu:
a) 641 cm?; b) 100m cm?; c) 1441 cm?; d) 2251 cm?. Q P

) 1nfigura 7, MNPQ este un pétrat cu latura de 6 cm, iar arcul MP apartine cercului
cu centrul in N si raza NM.

a) Determina aria regiunii hasurate.

b) Estimeaza aria regiunii hasurate, folosind m = 3,14.

_— . . < .. < M
) Determind lungimea unui arc de cerc cu mésura de 120°, stiind ca: Fig. 7
a) raza cercului este 6 cm; b) lungimea cercului este egala cu 24m cm;
c) aria discului este egald cu 1,44m cm?.

B Pstratul ABCD este inscris in cercul cu centrul in O si raza de 4 cm (figura 8).
a) Calculeaza aria regiunii hasurate.
b) Estimeaza aria regiunii hasurate, folosind m = 3,14.

B} Determina aria unui sector de cerc cu unghiul la centru de 30°, stiind c&:
a) raza cercului este egala cu 18 cm;

b) lungimea cercului este egala cu 43mem;
c) aria discului este egald cu 3,92m cm?.

@ Iinfigura 9, triunghiul echilateral ABC este inscris in cercul cu centrul O si raza de 12 cm.
a) Calculeaza aria regiunii hasurate.
b) Estimeaza aria regiunii hasurate, folosind m = 3,14 si J3=173.
B a) Construieste un triunghi ABC, cu A = 60°, AB = 3 cm si AC = 6 cm, si cercul
circumscris triunghiului ABC.
b) Calculeaza raza si lungimea cercului circumscris triunghiului ABC.

, ®,
rDin oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

) paca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 2 puncte
a) Valoarea raportului dintre lungimea unui cerc si lungimea diametrului sau este egala

cu numarul irational m. A F
b) Lungimea unui arc de cerc si masura arcului respectiv sunt mdrimi direct proportionale. A F
c) Lungimea unui cerc cu raza de 6 m poate fi estimata la 3768 cm. A F
d) Punctele A si B se afla pe un cerc cu centrul in punctul O si raza de 6 cm.

Daca «AOB = 30°, atunci lungimea arcului AB este egala cu 101 cm. A F

(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat

in coloana din dreapta. 4 puncte
Se considera un cerc ¢(0O, r) si doua puncte A si B pe cerc.
a) Dacd r=5 cm, atunci aria discului este egala cu ...

. o o : . 1) 6mcm?
b) Daca «AOB = 60° si r = 6 cm, atunci aria sectorulul/iOB esteegalacu... 2) 3241 cm>;
c) Daca lungimea arcului mic AB este egala cu 9m si AB = 90°, atunci aria discului 3) 20m cm?;
este egalacu ... 4) 4 cm?;
—_ 2
d) Daca AB =90°si r=4 cm, atunci aria sectorului AOB este egala cu ... 5) 25m cm?.

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte
Aria unui cerc este egala cu 289m cm?. Lungimea cercului este egala cu |:| mem.

J




EVALUARE: CERCUL

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Pe un cerc, se considerd punctele A, B si C, astfel incat AB=50° Si BC =80°. Calculeazi masura arcului
mic AC. Cate posibilitati sunt?

Pe un cerc ¢(O, r) sunt situate punctele A, B, Csi D, astfel incat O € AB, CD L AB si CBD =240°.
Calculeaza masurile arcelor BC si AC.
Demonstreaza ca triunghiurile BCD si OCD sunt isoscele.
Calculeaza masurile unghiurilor DAB, ADC si ABC.
Daca r = 8 cm, calculeaza lungimea coardei AD si distanta de la punctul B la coarda CD.

Se considerd cercul ¢(0, r), o coarda AB si punctele Csi D situate pe cerc de o parte si de alta a dreptei AB.
Demonstreaza ca «BAD = «BCD.
Calculeaza «ACB + «ADB.

Dacs AB=110° siCe /@ calculeaza «ADB, «AOB si «ACB.
Dacs AB=110° siCeg Zb\?, calculeaza «ADB, «AOB si «ACB.

Se considera punctele A si B pe cercul ¢(0, r), astfel incat AB=100°. Stiind ca tangenta la cerc in punctul A
intersecteaza mediatoarea segmentului AB in punctul M:

demonstreaza ca MB este tangenta la cerc; calculeaza masurile unghiurilor patrulaterului AOBM.
Calculeaza lungimea unui cerc si aria discului, stiind ca lungimea razei este de:

10 cm; 443 cm; 62 cm; 18 cm.
Determina numarul laturilor unui poligon regulat care are masura unui unghi egala cu:

60 90 120°% 144°,
Determina masura unghiurilor poligonului regulat cu n laturi, stiind ca:

n==6; n=10; n=12; n=20.

Determinad cate rotatii complete face o roata cu raza de 50 cm pe o distanta de 1 km.

Deseneazad un poligon regulat cu 12 laturi inscris intr-un cerc cu raza de 6 cm.

Noteaza poligonul cuA AA,..A,, si precizeaza care dintre urmatoarele poligoane este poligon regulat:
NAAAAAA. iAAAA . i) A AA,.

Calculeaza perimetrul si aria poligonului A/ A, A A AA., .

Calculeaza lungimea cercului si aria discului.

Calculeaza masura unui unghi al poligonului si suma masurilor unghiurilor acestuia.

Tangentele dintr-un punct exterior A intersecteaza cercul de centru O in punctele B si C. Calculeaza
lungimea coardei BC, stiind cd aria patrulaterului BOCA este egala cu 432 cm? si OA = 36 cm.

Demonstreaza ca dreapta determinata de centrul unui cerc si de mijlocul unui arc AB al acestui cerc este
perpendiculara pe coarda AB si contine mijlocul coardei.

Coardele MN si PQ ale unui cerc sunt paralele si nu trec prin centrul cercului. Demonstreaza ca diametrul
care trece prin mijlocul coardei MN trece si prin mijlocul coardei PQ.

Doua cercuri secante de centre O, si O, se intersecteaza in punctele T, si T,. Daca punctul M este mijlocul

segmentului T, T, demonstreaza ca punctele O,, M, O, sunt puncte coliniare.

Patratul ABCD din figura alaturatd are lungimea laturii de 4 cm. Se noteaza cu M, D P c
N, P si R mijloacele laturilor AB, BC, CD si AD.
Calculeaza conturul suprafetei (hasurate) marginite de arcele MN, NP, PR si MR.
Calculeaza aria suprafetei (hasurate) marginite de arcele MN, NP, PR si MR. R N

Pe un cerc, se considera punctele distincte A, B, C si D, in aceasta ordine, astfel
incat AB=100°, BC=80° si CD=110°. A B
Calculeaza masurile unghiurilor patrulaterului ABCD.
Demonstreaza ca punctele A, O, C sunt coliniare.




2, TEST DE EVALUARE Timp de lucru: 50 de minute.

Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.
Daca doua coarde ale unui cerc sunt congruente, atunci ... .
Daca varfurile unui trapez apartin unui cerc, atunci laturile neparalele ale trapezului ... .
Daca AB este diametrul unui cerc de centru O si punctele M si N sunt pe cerc, astfel incat
+AOM = «BON = 60°, atunci dreptele AB si MN sunt ... .
Daca arcul mic de cerc determinat de trei varfuri consecutive ale unui poligon regulat inscris in
cerc are masura de 60°, atunci numarul laturilor poligonului regulat este egal cu ... .

Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.
Un triunghi echilateral are perimetrul egal cu 36 cm.

A B
Lungimea, in cm, a razei cercului circumscris triunghiului este egala cu ... 83
Lungimea, in cm, a cercului circumscris triunghiului este egala cu ... 443;
Aria, in cm?, a triunghiului este egala cu ... 48m;
Aria, in cm?, a cercului circumscris triunghiului este egala cu ... 64m;

364/3.

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Un unghi al unui poligon regulat cu 6 laturi are mdsura egala cu:
120°% 140% 134° 144°,
Daca lungimea laturii unui hexagon regulat este egald cu lungimea diagonalei unui patrat cu aria
de 32 cm?, atunci aria hexagonului este egala cu:

482 cm?; 96+/3 cm?; 324/3cm; 1672 cm?.
Intr-un cerc este inscris triunghiul ABC, cu «A = 50° si «B = 70°. Masura arcului mic AB este egala cu:
80 60° 120°% 100°.

Din punctul A se duce o tangenta la cercul ¢(O, r). Daca OA = 26 cm si r = 10 cm, atunci lungimea
tangentei este egala cu:
25 cm; 24 cm; 28 cm; 20 cm.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.

Calculeaza lungimea unui cerc de centru O si raza r, stiind ca aria discului de centru O si raza r
este egald cu 8mcm?.

Un sector de cerc are aria de 151 cm?. Determina unghiul la centru corespunzator sectorului,
stiind ca raza cercului este de 15 cm.

Determina numarul laturilor unui poligon regulat care are suma masurilor unghiurilor egala
cu 1080°.

Pe un cerc de centru O si raza de 10 cm, se considera doua puncte diametral opuse, notate A si B,
si 0 coarda CD perpendiculara pe dreapta AB. Stiind ca «DAC = 120°:

calculeaza masurile arcelor AD si BC;

demonstreaza ca triunghiurile ACD si BCD sunt isoscele;

demonstreaza ca triunghiul BCD este poligon regulat.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

1.1 1.2 1.3 4 | I |2 | 3 | 4 [ n2 | m3 | ma | va|Ivb | Ivc | Va | Vb | Vc

Punctajul
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UNITATEA: ASEMANAREA TRIUNGHIURILOR

Rl 1V:W B Segmente proportionale. Teorema paralelelor echidistante

¢ numerelea, a, ..,d,unden e N,n>2,suntres- ¢ media proportionalda sau media geometrica a

pectiv proportionale cu numerele b , b, .., b_dacid se doua numere pozitive;
7 1 2 n

‘ a’ a . o . .

poate forma sirul de rapoarte egale: =% — 9. construc:gla prin translatie a unei drepte paralele
b, b, b,  cuodreapta data;

¢ proprietatea sirului de rapoarte egale; ¢ proprietatile unghiurilor formate de doua drepte

* scara unui desen; paralele cu o secanta si criteriile de paralelism.

¥, Observim si descoperim cunostinte noi

1. Figura 1 reprezinta la scara 1 : 20 schita unei masini de spalat rufe, care are indl-
timea h, lungimea L si ldtimea I. Pentru lungimile segmentelor din schita, se folosesc

o

literele: h' - indltimea, L' - lungimea si I' - Idtimea. N
Pentru dimensiunile reale si pentru cele din schitd, unitatea de masura este centime-
trul. Deoarece scara este raportul dintre distanta mdsuratd pe desen si distanta reald,

SRSV ¢ A I A R L . . hLr “
rezultd c@ —=—, —=— si —=—. Obtinem sirul de rapoarte egale —=—=—,

h 20 L 20 I 20 h L | =

ceea ce aratd faptul cd marimile h', L, I'sunt proportionale cu marimile h, L, .
2. Observam dreptele paralele din figura 2 si secanta d, perpendiculara pe
dreptele paralele. Dreptele paralele determina pe secanta d segmente de lungimi

egale: AB=BC=CD=DE. Al \A [A;
Dreptele paralele fiind situate la aceeasi distanta una de alta, se spune ca B A /B2
sunt drepte paralele echidistante. \ /
Se poate verifica egalitatea lungimilor segmentelor A B, cuB,C,,cuCD,cu € G G
D,E,, cu ajutorul unui compas astfel: punand un varf al compasuluiin punctul A, A /D2
si celalalt in punctul B,, se da deschiderii compasului lungimea A B,. Pastrand \ /
lungimea deschiderii compasului, observém c3 A B, = B,C, = C,D, = D,E, (lungimea 5 E:j\ liz
deschiderii compasului). Analog, se demonstreaza ca A,B,=B,C,=C,D, =D,E,. Fig1. 5

Prin urmare, putem sa afirmam ca: mai multe drepte paralele echidistante
determinad pe orice secanta segmente congruente.

Este adevdrata si afirmatia: dacd mai multe drepte paralele determind pe orice secanta segmente
congruente, atunci dreptele sunt paralele echidistante.

‘ L~ B |

¢ Definitie:
Segmentele AB, CD si EF sunt respectiv proportionale cu segmentele AB', C'D'si E'F' daca lungimile lor,
: . - N . AB CD EF
exprimate in aceeasi unitate de masura, formeaza sirul de rapoarte egale: —=——=——.
A/B! C/D( E/F/

¢ Proprietatea sirului de rapoarte egale: B = b = Er = AB+CD+EF

+ Teorema paralelelor echidistante AB" CD" EF AB'+CD'+EF
Daca trei sau mai multe drepte paralele determina pe o secanta segmente congruente, atunci ele
kdeterminé pe orice alta secanta segmente congruente.

J

o5e-9  Important
Teorema paralelelor echidistante ne permite sa impart{im un segment dat in segmente de lungimi
egale.




Segmente proportionale. Teorema paralelelor echidistante

Lungimea unui segment AB este media proportionald a lungimilor segmentelor CD si EF. Stiind ca CD =3 cm

si EF = 0,12 m, calculeaza lungimea segmentului AB.
Fixam unitatea de masurd, de exemplu, centimetrul. Atunci segmentelor AB,
CD si EF li se asociaza in mod unic numerele AB = x, CD = 3 si EF = 12. Dar lungimea segmentului AB este media

proportionala a lungimilor segmentelor CD si EF. Rezulta cd x = +/3-12 =6, de unde x=6. Prin urmare, AB=6 cm.

Imparte un segment dat AB in cinci segmente congruente. B
Construim o semidreapta AX, astfel incat BAX sa 5 Bs

fie unghi propriu (figura 3). Cu ajutorul compasului, pe semidreapta AX, B, R
construim punctele A, A, A,, A, si A, astfel: ddm compasului o deschidere de B,
lungime r (oarecare) si,,purtam” compasul pe semidreapta AX, de la A spre X, 4
de cinci ori. Evident, AA, = A A,=A A, =AA,=AA.PrinA,A, A si A, construim A A A A A X
paralelele la dreapta BA,, care intersecteaza dreapta ABin punctele B,, B,, B, 5i B,. Fig. 3
Obtinem AB, =B,B,=B,B, =B.B, = B,B (conform teoremei paralelelor echidistante) si constructia este terminata,
deoarece segmentul dat AB a fost impadrtit in cinci segmente congruente.

Un triunghi ABC are lungimile laturilor AB=6 m, AC=3 m i BC=5m. Un
alttriunghi A'B'C'are laturile proportionale cu ale triunghiului ABC si perimetrul
egal cu 7. Folosind instrumentele geometrice, construieste cele doua triun-
ghiurila scara 1:100.

A B
Deoarece AB, AC si BC sunt proportionale cu ~ [TTTIEA IR
AB, A'C'si B'C', rezulta sirul de rapoarte egale: D S O R | ©

AB _ AC _ BC sau 6 3 5 _ 6+3+5 :Ezz Fig. 4

AB" A'C' B'C AB  AC BC AB+AC+BC 7 c
Rezultd cdAB'=3m,A'C'=1,5m i B'C'=2,5 m. Deoarece scara desenului este
1:100, rezulta ca in desen lungimile segmentelor sunt de 100 de ori mai mici. ’ : ,
Prin urmare, AB = (6 m) :100=0,06 m =6 cm. Analog, AC=3 cam, BC=5 cam, A ’H|||H||“””H”“”mnmﬁ
AB =3 cm, AC' = 1,5 cm si B'C' = 2,5 cm, ceea ce permite constructia Ocm 1 2 3
triunghiurilor ABC si A'B'C'la scara ceruta (figura 4 si figura 5). Fig. 5

& Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

N
&) Punctul M este mijlocul segmentului AB si punctul O este mijlocul segmentului AM. Calculeaza:
AM AO AM AB
a) —; b) —; <) — d) —.
AB AB OB OB

B2 Notdm cu O mijlocul segmentului MN. Dacd Q este un punct interior segmentului MO, astfel incat
0Q = 4MQ, determina rapoartele:

a) 9Q. p MQ. o 2Q. a NQ
MN MN NQ NM
. — . . . .. AB CD 1 .
E) Pe odreapts se considera punctele A, B, Csi D, in aceasta ordine, astfel incdt — =——=—. Se noteazi cu
M mijlocul segmentului AB. Demonstreaza ca segmentele: BD AC 2
a) AB, AC, BCsi BD sunt proportionale; b) AM, MC, AB si AD sunt proportionale.

Se considera triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC. Pe latura AB, se iau punctele M si N, astfel incat MB=2 - AM
si AN = 2 - BN. Prin punctele M si N, se construiesc paralelele la dreapta BC, care intersecteaza latura AC in
punctele P, respectiv Q. Daca BC=5 cm si QC = 2,5 cm, calculeaza perimetrul triunghiului ABC.
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B Pelatura BC a trapezului ABCD, cu AB || CD, se considerd punctele E,, E,, E, astfel incat BE, =EE,=EFE =EC

1”2 T3
Paralelele la dreapta CD prin punctele E, E,, E, intersecteaza latura AD prin punctele F,, F,, respectiv F..
Dacd BC=12 cm si AD = 8 cm, calculeaza:
a) lungimile segmentelor AF,, DF , BE,, CE,; b) rapoartele iﬂi&i
AF," AD" AD'E[E, EE,

AM 1
0@ Pe segmentul AB, cu lungimea de 18 cm, se considera un punct M, astfel incat M—Bz—.

a) Determina lungimile segmentelor AM si MB.
< S . . MN 2 . AM AN MN NB
b) Daca punctul N este interior segmentului MB si — =—, calculeaza rapoartele —,—,—,—.
NB 3 AN AB AB AN

EA infigura 6, punctele A, B, Csi D sunt coliniare, in aceasta ordine, astfel incat £=£ =l. Punctele MsiN
sunt mijloacele segmentelor AB, respectiv CD si MC=9 cm. W 2
a) Calculeaza lungimile segmentelor MB, AC, MN si CD. A M B C N D
b) Demonstreaza ca segmentele AM, BC si DN sunt respectiv T ' ' '
proportionale cu segmentele MC, BD si AN. Fig. 6
B} Unpunct Mimparte segmentul ABin raportul k, iar un alt punct N imparte acelasi segment in raportul l
Demonstreaz ca: a) AM = BN; b) AN = BM. kd
E) Dreptele d,d, d, d,sid, paralele si echidistante, determina pe o secanta L;‘RM d;
segmentele AD, DE, EF si FB (figura 7). Stiind ca C e d,, ACnd, = {M}, BCd, = {N}, E c ds
demonstreazd ca:a) AB=4 - EF; b) AN este mediana a triunghiului ABGC; \ da
c) dreptele DN, CE si FM sunt concurente. Fig.7 F\/N ds
B

@ &
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

& Dpaca afirmatia este adevirat3, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) Prin raportul a doua segmente, intelegem raportul dintre lungimile celor doua

segmente mdsurate cu unitati de masura diferite. A F
b) Mai multe drepte paralele si echidistante determina, pe orice secanta, segmente
congruente. A F
c) Daca trei sau mai multe drepte paralele determina pe o secanta segmente congruente,
atunci dreptele sunt paralele echidistante. A F
B2 Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
— . . ., AC 3 _AD 5 )
Pe un segment AB, se considera punctele Csi D, astfel incat — == si E:_' Valoarea raportului:
AC 2
a) — esteegaldcu ... 1) -
AB J >
CcD . 2)1;
b) — esteegalacu... 3
CB 3) —;
AC ) 8
c) — esteegaldcu... 3
BD 4) —;
2
BD «
d) — esteegalacu... )
cD 5) =
3
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte
In figura alaturatd, dreptele d,d, d,sid, sunt drepte paralele echi- 4 |4 \M
. . . « . NP
distante, iar a si b sunt doua secante oarecare. Valoarea raportului M_Q este 32 B \\N
3 C P
egala cu |:| di D \Q

Q
]
N

N\




Teorema lui Thales si reciproca teoremei lui Thales. Impartirea unui segment in parti proportionale

LECTIA 2 Teorema lui Thales si reciproca teoremei lui Thales. impartirea
g unui segment in parti proportionale

¢ teorema paralelelor echidistante;
¢ segmente proportionale;
¢ impartirea unui segment intr-un numar de segmente congruente.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi
N

1. Observam figura 1. Segmentul AB este impartit in 5 segmente congruente, iar punctul M apartine segmen-

tului AB. Dacd notdam cu x lungimea unuia dintre cele cinci segmente « o - - . E
A M
congruente, atunci AB = 5x, MA = 3x, MB = 2x si %z% sau %z%, Fig. 1

ceea ce arata ca lungimile segmentelor MA si MB sunt direct proportionale cu numerele 3, respectiv 2. Se spune ca

punctul M imparte segmentul ABin raportul E

2. Desenam un triunghi oarecare ABC si un punct M pe latura AB. Prin punctul M,

construim paralela la latura BC si notam cu N punctul de intersectie a acesteia cu

latura AC. Folosind rigla gradatd, constatam ca: AB = 56 mm, AM = 14 mm si
AM 14 mm 1 AM _ MB

MB =56 mm - 14 mm =42 mm. Rezultd ca —= =— sau . N,
MB 42mm 3 1 3 )
Prin urmare, lungimile segmentelor AM si MB sunt proportionale cu nume- Ns
rele 1, respectiv 3. m§/
. . . .. AM MB . .
Notdm cu k coeficientul de proportionalitate, adica TZT:k si rezultd o= B Fig. 2 ¢

ca AM = k, MB = 3k si AB = AM + MB = 4k. Imp&rtim segmentul AB in patru segmente congruente prin punc-
tele M., M, M,. Rezulta ca AM, = M\M, = MM, = M_B = k. Deoarece AM = k si AM, = k, rezulta ca punctele M
si M, coincid si AM = MM, = MM, = M,B.

Prin punctele M, M,, M, construim paralele la dreapta BC, care intersecteaza latura ACin punctele N, N,, N,.

Deoarece paralelele la dreapta BC determina pe secanta AB segmente congruente, paralelele respective
determinad si pe secanta AC segmente congruente (teorema paralelelor echidistante).

Rezulta ca AN = NN, = NN, = N,C si atunci ﬂzﬂzl. Cum ﬂzl, rezulta ca Mzﬂ (figura 2).

AC 3AN 3 AB 3 AB AC

Prin urmare, paralela MN la latura BC a triunghiului ABC determina pe celelalte doua laturi segmentele AM

si AN, respectiv MB si NC, iar AM si AN sunt respectiv proportionale cu MB si NC.

Argumentele de mai sus sugereaza ca, daca M  AB, N € ACsi MN || BC, rezulta ca AM AN (figura 3, figura 4
sifigura5). 4 MB  NC

N M
A
M N B C
B Fig. 3 c M Fig. 4 N B Fig.s C
- . . AM AN
Acest rezultat reprezinta teorema lui Thales. Formal, se scrie: M € AB, N « AC, MN || BC = VB NC

Diferite forme ale teoremei lui Thales:

. . AM AN . . . . < . -
Din proportia WZR (figura 6), prin adunarea numaratorului la numitor, rezulta proportia derivata:

AM AN .. AM AN
= ,adicd —=— (figura 7).
AM+MB AN +NC AB C
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. . AM AN | . . .« < . -
Din proportia M_BZN_C' prin adunarea numitorului la numarator, rezulta proportia derivata:

AM+MB AN+NC . . AB AC
= ,adicda —=— (figura 8).
MB NC MB NC

Fig. 6 ¢ B Fig7 c
Wl BC > AM_ AN NI BC > AM AN W1 8C.> MB _NC
/VIB NC AB AC AB AC

Se observa ca cei doi membiri ai proportiei, partea
stanga si partea dreaptd, prin care se exprima
proportionalitatea laturilor, au aceeasi forma. Mai

partea de sus din stanga  partea de sus din dreapta
toatd latura din stinga ~ toatd latura din dreapta

precis: (Aigura 7)

partea de sus din stanga _ partea de sus din dreapta partea de jos din stinga  partea de jos din dreapta

partea de jos din stinga ~ partea de jos din dreapta toats latura din stanga  toata latura din dreapta
(figura 6) (figura 8)

in fiecare dintre aceste proportii, se pot schimba mezii sau extremii intre ei sau se pot inversa rapoartele.

&7 Rezolvim impreuni

. o y . 3
Construieste un punct P pe un segment dat MN care sa imparta segmentul MN in raportul —
Rezolvare (activitate frontald):
Se noteaza cu x lungimea segmentului MN si se construiesc pe segment punctele A, A, A, .., A, in aceasta

N

X
ordine, care impart segmentul MN in opt segmente congruente, fiecare avand lungimea P Daca P este pe

D . 3 PM PN PM+PN x . PM x .
segmentul MN si il imparte in raportul Py rezulta ca ?=? T 3 Din ng rezulta ca

3 3
PM = ?X CumMA, =MA, +A A, +AA, = ?X = PM, rezultd ca punctul cautat este A,, adica P coincide cu A,.

Observam ca segmentul MN a fost impartit in doua parti (segmente) direct proportionale cu numerele 3 si 5.

i L~ B )

¢ Teorema lui Thales
O paralela la una dintre laturile unui triunghi determina pe celelalte doua laturi (sau pe dreptele
determinate de acestea) segmente proportionale.
¢ Reciproca teoremei lui Thales

Daca o dreapta determina pe doua laturi ale unui triunghi (sau pe dreptele determinate de acestea)
segmente proportionale, atunci aceasta dreapta este paralela cu a treia latura a triunghiului.
¢ Definitie:

Punctul M imparte un segment AB in raportul P (p >0, g > 0) daca M apartine segmentului AB si

lungimile segmentelor AM si MB sunt respectiv proportionale cu numerele p si g, adica il @

\ p_4a Y,




Teorema lui Thales si reciproca teoremei lui Thales. Impartirea unui segment in parti proportionale

Daca AD este bisectoarea unghiului BAC al unui triunghi oarecare ABC si D este pe latura BC, demonstreaza
. BD AB

@—=—r.
DC AC

Construim paralela prin varful B la dreapta AD si notam cu E punctul de intersectie £

cu dreapta AC (figura 9). Dreptele paralele AD si EB formeaza cu secanta AC un-

ghiuri corespondente congruente si cu secanta AB unghiuri alterne interne congruen- A

te. Rezulta ca «BEA = «DAC si «EBA = «BAD. Deoarece AD este bisectoare, rezulta ca

#DAB = «DAC si «BEA = «EBA, deci triunghiul ABE este isoscel cu baza EB, adica AE

= AB. Deoarece AD este paralela cu latura EB a triunghiului CEB, aplicand teorema

luiThales, rezulta ca D :C—A, de unde, inversand rapoartele, rezulta ca 8D :E. B DF,- 9 ¢
DB AE DC AC g-

Din AE = AB obtinem ca L2 :ﬁ.

DC AC

Acest rezultat este cunoscut sub denumirea de

¢ Thales din Milet (n. 625 — d. 5401.H., Milet) a fost un filozof grec, care a contribuit la dezvoltarea

»rg  Matematicii, astronomiei si filozofiei. Este considerat parintele stiintelor. In domeniul matematicii,

® ' Thales a adus geometria in Grecia, familiarizdndu-se cu ea in timpul clatoriilor sale in Egipt si

g dezvoltdnd-o ulterior. Teoremele de geometrie elaborate de el au constituit temelia matematicii
4= grecesti.

Proiect = R N

Se spune ca un punct M determina pe un segment AB proportia de aur daca %z% Rezultatul

impartirii AM : MB este un numar irational.
Acest numar este numdrul de aur si se noteaza cu litera greceasca .

i
a) Folosind proportia de mai sus, demonstreaza ca [(p_Ej =2 =
b) Demonstreaza ca ¢ = 1+2\/§. B 7 *A
¢) Stiind ca /1,25 =1,118033..., aratd ca 1,618 < ¢ < 1,6181.

A S 7

¢ Numdrul de aur @ (,fi") este un numar irational, cunoscut drept ,proportia de aur’, pe care
ser il intalnim in cele mai surprinzatoare imprejurari. De exemplu, acesta este omniprezent in
) ‘: proportiile corpului uman. Figura alaturata ilustreaza doua exemple:
AB AM .0 W
== =05 ——=—==0.
M MB (N ND
In artd, se considerd ca proportia de aur exprima frumosul. Potrivit lui Marcus Vitruvius Pollio,
arhitect, inginer civil si militar, secolul I1.H., ,pentru ca un intreg impartit in parti inegale sa
pard frumos, trebuie sa existe intre partea mica si cea mare acelasi raport ca intre partea mare
siintreg”

d

d

)
w-




6 * ASEMANAREA TRIUNGHIURILOR

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

£ Punctele D si E sunt situate pe laturile unui triunghi ABC, D € AB si E e AC, iar DE || BC.

. AD 1 - . AE AE CE
a) Daca —=—, determina valorile rapoartelor —,—,—.
DB 3 EC AC AC
. AE 2 . . AD AD DB
b) Daca — =—, calculeaza valorile rapoartelor —,—,—.
AC 3 DB AB AB
B} Se considers un triunghi ABC si se construieste o paralela DE la latura BC (D € AB, E € AC). Completeaza
tabelul de mai jos, stiind ca lungimile sunt exprimate in aceeasi unitate de masura.

|| 48| Ac | AD | AE_| DB | EC__
a) 9 18 3

b) 5 7 15

) 0,9 5 25
d) 53 62 243
e) J7 0,247 NG

E) Fie triunghiul ABC si punctele D si E, astfel incat punctul A sa fie interior segmentelor BD, respectiv CE si
DE || BC (figura 10). £ D
a) Dacd AB =2 cm, AD = 3 cm si AC =4 cm, determina lungimile segmentelor
BD, AE si CE.
b)Daca CE=18 cm,AE=12 cm si AD = 6 cm, calculeaza lungimile segmen-
telor AC, ABssi BD. B c
c) Daca BD=24cm,AD =16 cm si AC= 12 cm, determina lungimile segmentelor Fig. 10
AB, AE si CE.

@ Fie un triunghi ABC si punctele E € BC, respectiv F € AB.

a) Daca BE_3 si Ezi demonstreaza ca EF || AC.
BC 7 AF 4
b) Daca ﬁ=i Si BE
AB 117 BC
B intriunghiul ABC, punctele M si N sunt situate pe laturile BA, respectiv BC. Demonstreaza cd MN || AC, daca:
a) BM = /3 cm, AM = 33 cm, BN = 342 cm si CN = 9+/2 cm;
b) BN =0,7 dm,BC=10cm,AB=0,5dm si AM=1,5 cm;
¢)NC=4cm,BC=10cm,BM =3 cm siAM =2 cm.
0@ se considera un triunghi MNP si punctele R € MN'si S € MP, astfel incat punctul M
sa fie interior segmentelor NR si SP (figura 11). Demonstreaza ca RS || NP, daca:
a) MR = 2+/3 cm, NR = 6+/3 cm, SM =3 cm 5i PS =9 cm; M
b) MN=12cm, NR=16 cm, SM=5 cm si PM =15 cm;
¢)MR=0,6dm,MN=2cm,PM=0,3dmsiPS=1,2dm. N
Se considerd un triunghi ABC si punctele M si N, M € AB, respectiv N € AC, astfel
incat MN || BC.
a) Daca AM =2 cm, MB =5 cm si AC= 10,5 cm, determina lungimile segmentelor AB, AN si CN.

6
=17 demonstreaza cd EF || AC.

Fig. 11

AM
b) Daca W=; si AC = 20 cm, calculeaza lungimile segmentelor AN si NC. D C
€] Fie trapezul ABCD, cu AB || CD, si punctele E si F pe latura AD, astfel incat
AF _EF DE £ G
3 ¢ (figura 12). Stiind ca EG || CD, FH || AB si BC = 28 cm, determina lun- ,_.// \\H
A B

gimile segmentelor CG, BH, CH, BG si GH. Fig. 12




Teorema lui Thales si reciproca teoremei lui Thales. Impartirea unui segment in parti proportionale

E) Senoteazi cu Ointersectia diagonalelor unui trapez ABCD, cu AB || CD, AB > CD.
a) Demonstreaza ca AO - DO =BO - CO.
b) Daca AO=3x-1,BO=x+3,0C=8cm si OD =4 cm, determina valoarea lui x.

) Punctele D si E sunt situate pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC A
(figura 13), astfel incat DE || BC. Daca punctul F este intersectia cu latura AB
a paralelei prin punctul E la dreapta CD, demonstreaza ca AD* = AB - AF.

) Un segment AB, cu lungimea de 96 mm, este impartit de doua puncte, D E

M si N, in trei segmente ale caror lungimi sunt direct proportionale cu nume- BN c
A

rele 3, 4 si 5. Calculeaza lungimile segmentelor AM, MN, respectiv NB. Fig. 13

B Pelatura AB a triunghiului ABC, se considera punctele M si N. Paralelele
la dreapta AC prin aceste puncte intersecteaza latura BC in punctele P si Q M
(figura 14). Dacd AM =8 cm, BM =10 cm, MN =4 cm si BC= 27 cm, determina N
lungimile segmentelor:

a) BN; b) AB; c) BQ; d) BP; e) PC.

(B Semidreapta OZ este interioara unghiului propriu XOY. Punctele A, B'si C
sunt puncte necoliniare ce apartin semidreptelor OX, OY, respectiv OZ
Paralela printr-un punct M, M € OX, la dreapta AB intersecteaza semidreap-
ta OY in punctul N, iar paralela prin punctul M la dreapta AC intersecteaza
semidreapta OZ in punctul P (figura 15). Demonstreaza ca BC || NP.

| .
[ Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 2 N

) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 2 puncte
Triunghiul ABC are laturile AB =18 cm si AC = 12 cm. Punctele D si E apartin laturii AB si AD = BE=6 cm.
Punctele F si G apartin laturii AC si AF = CG = 4 cm. Dacd punctele M si N sunt mijloacele segmentelor AB,
respectiv AC, atunci:
a) DF || BG; A F
b) FM || EG; A F
c) FD|| GE; A F
d) MN || BC. A F
(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
in figura de mai jos, punctul M este mijlocul segmentului AB, punctul N este mijlocul segmentului AM,
iar punctul P este mijlocul segmentului AN. Daca MN = 4 cm, atunci lungimea segmentului:
a) PM esteegalacu... 1)6cm;
b) PN este egala cu ... 2)8cm;
»
c)MBesteegalicu ... 3)2cm; A P N M B @
d) NBesteegalacu... 4)12cm; ' ' '
5)4 cm.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte
in figura alaturata, triunghiul CMN este isoscel, cu CM = CN, si B N
DE || AB. Daca CD = 16 cm, AD = 12 ¢m, CE = 8 cm si BE = CF, atunci
aN=|  |em £ .
C D A




6 * ASEMANAREA TRIUNGHIURILOR

(NI 1V:B Triunghiuri asemenea. Teorema fundamentala a asemanarii

* teorema si reciproca teoremei lui Thales;
¢ proprietatea tangentelor dintr-un punct exterior la un cerc.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

in mod obisnuit, se spune ca doud figuri sunt asemenea daca una dintre ele este un model redus la scara al
celeilalte. De exemplu, doud harti ale aceleiasi tari, executate la scari diferite, sunt asemenea. Doua fotografii
(una mai mare, alta mai micd) ale aceleiasi persoane sunt asemenea. Cele doud desene de mai jos (figura 1)
seamadnad intre ele, deci sunt figuri asemenea. La fel, triunghiurile ABC si A'B'C' seamana intre ele (figura 2), deci
sunt triunghiuri asemenea. Sa le studiem cu mai multa atentie.

B
BI
A’A C:
A C
Fig. 1 Fig. 2

Comparam laturile celor doua triunghiuri, ABC si AB'C’, folosind un compas. Dam compasului deschiderea AB',
apoi cu acul compasului in punctul A construim pe segmentul AB punctul M (figura 3). Rezulta ca AM = AB".
Fara a-i modifica deschiderea, folosind din nou compasul, verificam ca lungimea segmentului MB este egala cu
lungimea deschiderii compasului, adica MB = AB".

Prin urmare, AM = AB'= MB. Deoarece AM = MB, rezulta ca punctul M

1
este mijlocul laturii AB si AM = MB = EAB.

Cum AM =A'B'=MB, rezulta ca AB'=MB = %AB.

Analog, se construiesc punctele N si P pe laturile BC si CA si se arata ca

1 1 AB' (6 A1
N si P sunt mijloacele acestor laturi, B'C'= BN = EBC SIAC=CP= EAC' Rezulta: AZ e a1

BC CA 2

Prin urmare, laturile AB, BC si CA ale triunghiului ABC sunt respectiv proportionale cu laturile AB', B'C'si CA".
Din AB'=MB, B'C'=BN, MN = %AC =A'C'rezulta ca AAB'C'= AMBN (criteriul LLL), deci unghiurile triunghiului
A'B'C'sunt respectiv congruente cu unghiurile triunghiului MBN. A A

Suntem condusi astfel spre definitia triunghiurilor asemenea.

Douad triunghiuri ABC si AB'C' (figura 4) sunt triunghiuri asemenea

B’ c
daca: A = «A, «B = «B', «C = «C'si AB_BC_ A . Daca doua
AB  BC CA

triunghiuri ABC si AB'C' sunt asemenea, scriem AABC ~ AB'C..

Observam ca intre varfurile celor doua triunghiuri exista o corespondenta
descrisa cu ajutorul figurii 5. Astfel, varfului Ali corespunde varful A'si, reciproc, B C c
varfului A'li corespunde varful A. La fel pentru varfurile B si B', respectiv Csi C'. AoA AA

Din aceasta corespondenta deducem corespondenta intre unghiurile si
laturile celor doua triunghiuri. Laturile care se opun unghiurilor congruente =S
din cele doua triunghiuri se numesc laturi omoloage.




Triunghiuri asemenea. Teorema fundamentald a asemanarii

&7 Rezolvam impreuni

O paralela la latura BC a unui triunghi ABC intersecteaza dreptele AB si AC, determinate de celelalte doua
laturi, in punctele D si E. Demonstreaza ca AADE ~ AABC.
Demonstratie (activitate frontald):
Sunt posibile trei cazuri: - cazul | - punctele D si E sunt pe laturile AB si AC (figura 6);
—cazul Il - punctele D si E sunt pe semidreptele opuse semidreptelor BA si CA (figura 7);
—cazul lll - punctele D si E sunt pe semidreptele opuse semidreptelor AB si AC (figura 8).

A Fooo D E
. . RN RN / Fia. 8
Fig. 6 Fig.7 ./ 9.
A
E
F ST b C,'\\ 5\ RN
\\\ [I \\\ \\\ \\\~
s\ YA \\ \\\ \\
~o II . s\ _ L \\> N
C B E F D C B

Cazul | (figura 6). Pentru a demonstra ca AADE ~ AABC, trebuie sa demonstram congruenta unghiurilor celor
doud triunghiuri si proportionalitatea laturilor lor.

Pentru DE || BC, secantele DB si EC determina perechile de unghiuri corespondente congruente: «ADE = «+ABC
si «AED = +#ACB. Unghiurile DAE si BAC coincid, deci sunt congruente. Prin urmare, unghiurile triunghiurilor ADE

AD  AE

si ABC sunt congruente. Aplicam teorema lui Thales in triunghiul ABC, cu DE || BC, si obtinem B = e (1).
Construim paralela prin Cla AB si notam cu F punctul in care aceasta intersecteaza latura DE. Aplicam teorema
lui Thales in triunghiul AED, cu CF || AD, si obtinem AE = Q Formam proportii derivate, = ED ,
si obtinem — =—— (2). Patrulaterul BCFD este paralelogram, deci FD = BC si astfel egalitatea (2) devine
AE  ED AD AE ED

— = — (3). Din (1) si (3) rezultd cd —=—=—, adica rezulta proportionalitatea laturilor celor doua
AC  BC AB AC BC

triunghiuri. Avand unghiurile respectiv congruente si laturile omoloage respectiv proportionale, triunghiurile
ADE si ABC sunt asemenea. Analog, se rezolva cazurile Il si lll.
Problema anterioara conduce la formularea si demonstrarea teoremei fundamentale a asemandrii.

: T w

¢ Definitii:
» Doua triunghiuri sunt triunghiuri asemenea daca au unghiurile respectiv congruente si laturile
q =®
omoloage proportionale. .'!-

» Daca doua triunghiuri sunt asemenea, atunci raportul lungimilor a doua laturi omoloage se numeste
raport de asemanare.
¢ Daca raportul de asemdnare a doua triunghiuri asemenea este egal cu 1, atunci triunghiurile sunt
congruente si reciproc.
¢ Teorema fundamentala a asemanarii
O paralela la una dintre laturile unui triunghi formeaza cu celelalte doua laturi (sau cu dreptele
kdeterminate de celelalte doua laturi) un triunghi asemenea cu triunghiul initial.

[#* Aplicim cunostintele

Doua cercuri de raze R si r, R # r, cu centrele in punctele A si C,
sunt tangente exterioare in punctul B (figura 9). O tangenta comuna
celor doua cercuri intersecteaza dreapta AC in punctul Psi cercurile,
in punctele L si N. Tangenta in B la cele doua cercuri intersecteaza
LPin punctul M.

a) Demonstreaza ca ANCP ~ ALAP.

b) StiindcaR=9cm,r=4cm,LN=12cm, PC= 10,4 cm si PN = 9,6 cm, demonstreaza ca ANCP ~ ABMP.
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Deoarece BM si LN sunt tangente cercurilor in punctele B, L si N, rezulta ca MB L AP, AL L LP,CN 1 LP
(proprietatea tangentei intr-un punct la cerc). Rezulta ca unghiurile MBP, ALP si CNP sunt unghiuri drepte si
CN || AL. Cum triunghiurile NCP si LAP sunt dreptunghice si au «NPC= «LAP (unghi comun), rezulta ca unghiurile
lor sunt congruente. Deoarece CN || AL, considerand triunghiul ALP si aplicand teorema lui Thales, rezulta ca

P_N:E' CumPA=AB+BC+PC=9+4+10,4=234,rezultd ca E=10’4 _2 si atunci Pﬂ:E:izN—C.
PL PA PA 23,4 9 PL PA 9 LA

Prin urmare, laturile corespunzdtoare unghiurilor congruente in triunghiurile NCP si LAP sunt proportionale.
Avdnd unghiurile respectiv congruente si laturile omoloage respectiv proportionale, rezulta ca ANCP ~ ALAP.
Cum triunghiurile NCP si BMP sunt dreptunghice si au «NCP = «BMP (unghi comun), rezulta ca unghiurile lor
sunt congruente. Deoarece ML = MB = MN (proprietatea tangentei dintr-un punct exterior la un cerc) si
LN =12 cm, rezulta ca ML = MB=MN =6 cm.Cum PN = 9,6 cm si MN = 6 cm, rezulta ca MP=PN+ MN= 15,6 cm

§iPB=PC+BC=14,4cm.AtunciP—N: 26 2 NC_4_2 CP_104

2 .
=—sirezultdcd —=——

BP 14,4 3 MB 6 3 MP 156 3

) infigura 10, se stie cd MN || AC. Scrie egalitatea rapoartelor obtinute prin aplicarea teoremei fundamentale

a asemanarii in fiecare dintre cele trei cazuri:

M A
A
A
a M b) 9
N . c
B v C B - N \/
ig. 10 Y
B} infigura 11, se stie ca DE || AB. Determina valoarea numarului x in fiecare dintre urmatoarele cazuri:
E A

C——8

4 8

9] d)

D 14 D 14

X

h C—5—F B

Fig. 11 X

E) Se considerd AABC ~ AMNP.
a) Daca «A = 37° si «C = 79°, determina masura

unghiului N.

b) Daca «M = 65° si «N = 41°, calculeaza masura
unghiului C.

c) Daca «A = 53° si «N = 72°, determina masura
unghiului P.

d) Daca «B = 48° si «P = 70°, calculeaza masura
unghiului A.

@) Se considerd AABC ~ ADEF, avand raportul de
asemanare %

a) Daca AB=6 cm, BC=9 cm si AC = 12 cm,
determina lungimile segmentelor ED, EF si DF.

b) Daca DE = 15 cm, EF = 20 cm si DF = 25 cm,
calculeaza lungimile segmentelor AB, BCsi AC.

B Se considerad AABC ~ AAB'C', avand raportul de

. 5
asemanare 7

a) Daca &, = 65 cm, calculeaza perimetrul
triunghiului AB'C".
b) Daca 7, = 35 cm, calculeaza perimetrul

triunghiului ABC.

03 Se considera AMNP ~ ADEF.

a) StindcaMN=6 cm, NP=8cm, MP=10cmsi
Zr = 72 cm, calculeaza lungimile segmentelor DE,
EF si DF.

b) Stiind cd DE=12cm, EF=5cm, DF =12 cm si
P = 87 cm, calculeaza lungimile laturilor triun-

ghiului MNP.



Triunghiuri asemenea. Teorema fundamentald a asemanarii

EA Punctele E si F sunt situate pe latura CD a paralelogramului ABCD, astfel incat CE = EF = DF. Determina

perimetrul triunghiului AMB, stiind ca {M} = AE N BF sica 7, = 18 cm. N

B} Punctul M este situat pe latura CD a paralelogramului ABCD (figura 12).

M
Stiind ca AM m BC = {N} si AM n BD = {P}, demonstreaza ca %4—%: 1. C 2

B intr-un triunghi dreptunghic ABC, cu <A = 90°, se noteaza cu M mijlocul ipo- P
tenuzei si cu H, piciorul perpendicularei din A pe latura BC. Stiind ca AABC ~ AHMA,

determina masurile unghiurilor ascutite ale triunghiului ABC. B Fig. 12 A
) in figura 13, ABCD este trapez, cu AB || CD si AC n BD = {O}. Paralela prin D C
punctul O la bazele trapezului intersecteaza laturile neparalele BC si AD in
punctele E, respectiv F. Demonstreaza ca punctul O: F E

a) imparte diagonalele AC si BD intr-un raport egal cu raportul bazelor 0
trapezului;

b) este mijlocul segmentului EF. A 5
) Se considera un triunghi ABCsi EF || BC, E € AB, F € AC. Daci punctele M si N Fig. 13

. . . BM EN .
sunt situate pe segmentele BC, respectiv EF si W:m demonstreaza ca

punctele A, N si M sunt coliniare.

) O dreaptd d, care trece prin centrul de greutate al unui triunghi ABC,
intersecteaza laturile ABsi ACin punctele E, respectiv F (figura 14). Punctul M este
mijlocul laturii BC, iar punctul G este centrul de greutate al triunghiului.

. . BE CF
Demonstreaza ca —+—=1.
AE AF

| , .
" Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 2) D

€] Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste literaF. 2 puncte
Daca AABC ~ AMNP, atunci:

a) ACAB ~ APNM; A F
b) ACAB ~ AMNP; A F
c) ACAB ~ APMN,; A F @
d) AACB ~ AMPN. A F
Qa Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
Notam cu &), , respectiv cu &}, perimetrul triunghiului ABC, respectiv perimetrul triunghiului DEF.
Daca AABC ~ ADEF, AB=8 cm,AC=6 cm,BC=10cmsi 7} .= 4- 7, atunci:
a)DE=... 1) 24 cm;
b) EF = ... 2)32cm;
c)DF=... 3)40cm;
d2-7,.=... 4) 48 cm;
5) 64 cm.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte
In figura alaturata, punctele O si O' sunt centrele celor A Al
doua cercuri, iar dreapta MA este tangenta celor doua cercuri ‘ M
in punctele A, respectiv A" Daca OA = 15 cm, OA’= 9 cm si a
00'= 30 cm, atunci lungimea segmentului MO' este egala cu o

.

\ J
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(NI V:X‘® Criterii de asemanare a triunghiurilor

¢ definitia triunghiurilor congruente si a triunghiurilor asemenea;
¢ teorema fundamentala a asemanarii.

¥ Observim si descoperim cunostinte noi

Pe baza teoremei fundamentale a asemanarii, vom demonstra trei teoreme cu ajutorul carora putem decide
daca doua triunghiuri sunt sau nu asemenea. Aceste teoreme se numesc criterii de asemanare. Urmatoarele
probleme sunt utile in demonstrarea acestor criterii.

Daca AABC= AMNP si AMNP~AA'B'C’, demonstreaza ca A m
AABC ~ AAB'C' (figura 1).
Demonstratie (activitate frontald):
Avand in vedere definitia triunghiurilor congruente, din

AABC = AMNP rezulta ca <A = <M, «B = N, «C=«Psi B ¢ N P
AB=MN, BC=NP,CA=PM (1). Fio 1
ig.
Din AMNP ~ AA'B'C' rezultd ca «M = <A, «N = «B', «P = «C'si MN = NP = idd (2).
AB' BC' CA' B’ c
AB _BC CA

Din (1) si (2) rezulta ca ¥tA=+«A’, «B=«B', «C=«(C'si

= = . Avand in vedere definitia triunghiurilor
AB' B'C' CA’
asemenea, rezulta ca AABC ~ AAB'C..

:

A’ .
Dacd «+BAC=«BAC'si % = % (figura 2), aratd cd AAB'C' ~ AABC. Fig.2

Demonstratie (activitate frontald):

Construim punctul M pe semidreapta AB, astfel incat AM = A'B/,

si construim punctul N pe semidreapta AC, astfel incat AN = A'C' B (S C

(figura 3). Cum unghiurile MAN si BAC coincid, rezulta ca «BA'C'= «BAC = «MAN si ABA'C'= AMAN. Din enuntul
AB A

problemei, A—B=£ ,tindnd cont de egalitatile de mai sus, rezulta ca —=—C. Prin A

AB  AC AM AN
urmare, dreapta MN determina pe laturile triunghiului segmente proportionale si, con-
form reciprocei teoremei lui Thales, MN || BC. Aplicand teorema fundamentald a asema-
narii, rezulta ca AMAN ~ ABAC. Deoarece ABA'C'= AMAN si AMAN ~ ABAC, conform
problemei precedente, rezulta ca AA'B'C' ~ AABC.

Prin urmare, am demonstrat ca doua triunghiuri care au o pereche de unghiuri respec- Fig.3 ¢
tiv congruente si laturile care determina aceste unghiuri respectiv proportionale sunt asemenea.

Acest rezultat este o teorema numita criteriul de asemanare LUL. Analog, se demonstreaza alte doua criterii
de asemanare:

Criteriul de asemanare UU Criteriul de asemanare LLL

Daca A = A'si B = B, atunci AABC ~ AABC(figura4). Daca ;“g, - 52 - 52' ,atunci AABC ~ AABC (figura 5).

A A
Fig. 4 Fig. 5
[\IQ X /b\ N A
, ; B,f\c, , ) . B,/DH\\ o

B




Criterii de asemadnare a triunghiurilor

i L~ B )

Criterii de asemanare:

¢ Criteriul LUL. Doua triunghiuri care au o pereche de unghiuri respectiv congruente si laturile care
determina aceste unghiuri respectiv proportionale sunt asemenea.

¢ Criteriul UU. Doua triunghiuri care au doua unghiuri respectiv congruente sunt asemenea.

¢ Criteriul LLL. Doua triunghiuri care au laturile respectiv proportionale sunt asemenea.

g J

Important

Utilizarea asemanarii triunghiurilor este 0 metoda de rezolvare a unor probleme de geometrie.
Aceasta presupune recunoasterea si demonstrarea unor triunghiuri asemenea, aceleain care intervin
@ segmentele sau relatiile care ne intereseaza, scrierea rapoartelor care exprima proportionalitatea
laturilor si, dintre acestea, selectarea celor utile in rezolvarea problemei.

[#* Aplicim cunostintele

In figura 6, ABCD si AMNP sunt patrate, E este mijlocul laturii BC, iar Q este N
mijlocul laturii NP. Daca AD m BM = {R} si BM n DP = {T}, arata ca: Q
a) MB=PD; b) Ezﬁ; c) AABR~ ATDR;  d)BM L DP. m
AQ AP P
Demonstratie (activitate pe grupe): T
a) Rezulta din AABM = AADP. D f
b) Rezulta din asemanarea triunghiurilor ABE si APQ (criteriul LUL). R
c) Din AABM = AADP rezulta ca «ABR = «ADT. Din «ABR = «ADT si criteriul UU
rezulta ca AABR ~ ATDR.
d) Rezulta din AABR ~ ATDR. Fig. 6
C E B

g Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

N

&) Analizeaza cu atentie figura 7, precizeaza triunghiurile asemenea, mentioneaza cazul de asemanare si
scrie pentru fiecare pereche de triunghiuri proportionalitatea laturilor si congruenta triunghiurilor.

1,5 B 3
A__~ H
[/ ;3 £ 48
2 7, G
4 L K
C 3
o 4
D
a) b) ) d)

Fig.7

B} Analizeaza triunghiul cu varfurile in punctele A, B, C si pe cel cu varfurile in punctele D, E, F, precizeaza
triunghiurile congruente, mentioneaza cazul de asemanare si scrie pentru fiecare pereche de triunghiuri
proportionalitatea laturilor si congruenta unghiurilor in urmatoarele situatii:

a) «A =43°30), «C=46°30, «F = 90° si «E = 43°30;

b) AB=30cm, BC=4dm, «B=60°, DE=6 dm, EF = 80 cm si «E = 60°;

c)AB=10cm,BC=1,2dm,AC=0,14m, EF=3dm, FD =36 cm, DE=42 cm;

d) AB=AC=30cm, «tA=70° DE = DF =16 cm, «E = 55°.
E) Aratica:

a) oricare doua triunghiuri echilaterale sunt triunghiuri asemenea;

b) oricare doua triunghiuri dreptunghice isoscele sunt triunghiuri asemenea.
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@) Triunghiul ABC este isoscel, cu AB = AC si A = 36°. Bisectoarea unghiului ABC intersecteaza latura AC in
punctul M. Demonstreaza ca:

a) AABC ~ ABMG; b) BC?> = AC - MC. A
B Punctul M apartine laturii BC a triunghiului ABC si «ABC = «MAC (figura 8).

a) Demonstreaza ca ACAM ~ ACBA.

b) Stiind ca AC= 10 cm si MC = 4 cm, determina lungimea segmentului BC.

B Notidm cu H punctul de intersectie a inaltimilor AD, D € BC, si BE, E € AC,ale g C
triunghiului ascutitunghic ABC. Demonstreaza ca: Fig. 8
a) AACD ~ ABCE; b) AAEH ~ ABDH.

Se considera un triunghi ABC si punctele D € AB, respectiv E € AC, astfel
incat «ADE = «ACB (figura 9). Stiind ca AD =2 cm, AB = 6 cm, BC = 8 cm si D
AC =4 cm, calculeaza lungimile segmentelor AE si DE.

€] Notam cu O punctul de intersectie a diagonalelor rombului ABCD, in care
AC > BD, cu E notam piciorul perpendicularei din B pe AD (E € AD) sicu Hnotam C a - B
intersectia dreptelor AC si BE. Demonstreaza ca: Fig.9

a) AAEH ~ ABOH; b) ACOD ~ ABED; c) AAEH ~ ACOB. D N C

) Pe laturile AD si CD ale dreptunghiului ABCD, cu AB = 2BC, se iau punc- M H
tele M, respectiv N (figura 10), astfel incat AM = 2DN. Daca AN n BM = {H},
demonstreaza ca «tAHM = 90°.

) intriunghiul ABC, cu +A = 90°, construim inaltimea AD, D € BC. Demonstreazi ca: A Fig. 10
a) AB*=BC- BD; b) AC*=BC- CD; c¢) AD*=BD - CD.
i) Diagonalele trapezului dreptunghic ABCD, cu AB || CD si «A = 90°, sunt perpendiculare. Demon-

streaza ca:
a) AABD ~ ADAC; b) AD*=AB - CD.

@ »
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F. 2 puncte
Se considera triunghiurile ABC si DEF.
AB

v}

a) Daca «A=«Dsi —=£, atunci AABC ~ ADEF. A F
DE DF
b) Daca «A = «D si AB = AC, DE = DF, atunci AABC= ADEF. A F
c) Daca AABC ~ ADEF, atunci A= «D si E=£ A F
AB DF
d) Daca AABC ~ ADEF, atunci «ACB = «EDF. A F

E) Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

in figura de mai jos, triunghiul ABC este dreptunghic, cu A = 90°, AB # AC, iar cu D se noteaza piciorul
perpendicularei din punctul A pe dreapta BC.

a) AABC este asemeneacu ... 1) ABDA; ¢ D
b) AACB este asemenea cu ... 2) ABAD;
c) ABAC este asemenea cu ... 3) ADBA;
d) ABCA este asemeneacu ... 4) ACAB;
5) ADCA. A B
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte

Triunghiurile ABC si MNP au «B = «N, «C = «P, AB =18 cm, BC = 10 cm, AC = 20 cm si MN = 36 cm.

Perimetrul triunghiului MNP este egal cu |:| cm.
- J




Aplicatii

LECTIA 5 Aplicatii: raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea,

d aproximarea in situatii practice a distantelor folosind asemanarea
<& Ne amintim
¢ definitia triunghiurilor asemenea; ¢ teorema fundamentald a asemanadrii si criteriile de
¢ teorema si reciproca teoremei lui Thales; asemanare.

¢ Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea

&7| Rezolvim impreuni

Fie AD si A'D'inaltimile triunghiurilor ABC si AB'C’, D € BC si A

Vall

D' € B'C' (figura 1). Daca AABC ~ AAB'C' si %zk', atunci | A
|

1 1

1 I |

demonstreaza ca —— =k. : !
AD : = :
Demonstratie (activitate pe grupe): ¢ D ,f IC D' B

ig.

Din ipoteza, AD 1 BCsi A'D' | B'C’, deci AD si A'D' sunt inaltimi
in triunghiurile ABC si AB'C', corespunzatoare laturilor BC si B'C'. Rezulta ca «ADB = «A'D'B'= 90°. Deoarece
AABC ~ AA'B'C', din definitia asemdndirii triunghiurilor rezulta ca «ABC = «AB'C' si %=%= k. Triunghiurile

ADB si AD'B, avand doua unghiuri congruente (*ADB = «A'D'B’ si «ABC = «A'B'C)), sunt triunghiuri asemenea

o . . . AD" AB BC . . «
(criteriul de asemanare UU). Rezulta ca D = T = aC =k si concluzia este demonstrata.
Observatie: Daci dou triunghiuri ABC si AB'C' sunt asemenea, despre  Dictionar: »
inaltimile AD si AD' (D e BC si D' e B'C) se spune ca sunt corespunzitoare  0molog = care corespunde, care se afla in
corespondenta.

laturilor omoloage BCsi B'C'.
Prin urmare, problema ne arata ca raportul inaltimilor corespunzatoare laturilor omoloage a doua triun-
ghiuri asemenea este egal cu raportul de asemanare a triunghiurilor.

PROBLEMA 2

« . AB' . R /A
Dacd AABC ~ AAB'C’si T k , atunci demonstreaza ca —4&< =k?,
‘ABC
Demonstratie (activitate pe grupe):

Construim indltimile AD si AD’ (D € BC si D’ € B'C’) corespunzatoare laturilor omoloage BC si B'C’ (figura 1).

Yali UnY

Conform problemei precedente, deoarece AABC ~ AAB'C’si % =k, rezulta ca D =k.

B ‘AD 1 l. I I
Aplicand formula de calcul pentru calculul ariei unui triunghi, rezulta ca .7, ZCT Sl A g =¥, de
Ayye _B'C-AD' _B'C' AD' i
e BC-AD BC AD
Observatie: Problema ne arata ca raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul
raportului de asemanare a triunghiurilor.

¢ Raportul inadltimilor corespunzatoare laturilor omoloage a doua triunghiuri asemenea este egal cu
raportul de asemanare a triunghiurilor.
¢ Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul raportului de asemanare a triunghiurilor.

unde
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+ Aproximarea in situatii practice a distantelor folosind asemanarea

[#* Aplicim cunostintele

Definitia asemanarii, teorema fundamentala a asemanarii si criteriile de asemanare au o importanta
deosebitd, fiind folositoare la aproximarea in situatii practice a distantelor. De exemplu:

~ 0~

1. Calculul inaltimii Marii Piramide o

dmpg:]zt? 2 calcula insltimea piramidei + Orasul Giza este, dupa Cairo si Alexandria,
u cula inalti iramidei . < o
; s al treilea oras ca madrime din Egipt.
. . b) 3
lui Kveops, Im atgmatlcléanu! grec chj\a.les. @ Y Piramidele din Giza se numdrd printre
? [nésurat 9”9'”‘?"{ azel pirami e.| f' ‘rg Ccele mai cunoscute piramide din Anti-
indltimea toiaguluisdu (figura 2). Apoi,in —

4 Chitate, ele fiind considerate una dintre

U1~ cele sapte minuni ale lumii antice. Marea
Piramidd din Giza, cunoscuta si sub denumirea de piramida lui Keops,
a fost construita in jurul anilor 2580-2560 i.H. Conform unor surse istorice,
matematicianul grec Thales a aplicat asemdnarea triunghiurilor pentru a
determina inaltimea piramidei lui Keops.

acelasi timp al zilei, a masurat lungimea
umbrei piramidei si lungimea umbrei
toiagului. Au rezultat urmatoarele date:
* lungimea bazei piramidei: AB =230 m
(baza piramideiformeaza patratul ABCD,
cu centrul in O);
¢ umbra inaltimii piramidei: MU = 65 m; Dictionar:
¢ inaltimea toiagului: TP = 1,63 m; toiag = baston pe care se sprijind cineva la mers.
* lungimea umbrei toiagului: PT"=2 m.

Pe baza acestor date, calculeaza lungimea inaltimii VO a pira-
midei lui Keops.
Demonstratie (activitate pe grupe):
Observam urmatoarele: «PT'T = «OUV (unghiuri determinate de
razele soarelui cu solul, adica cu orizontala), TP L PT’ (toiagul este
perpendicular pe sol), VO L OU (inaltimea piramidei este perpendi-
culara pe sol). Rezulta ca AVOU ~ ATPT’ (criteriul de asemanare UU)

si, conform definitiei asemanarii, obtinem @z%, de unde
VO = OL;JP. Deoarece O este centrul patratului, rezulta ca

. . . Oou-TP < s
AB = MN = 20M = 230 m si OM = 115 m, respectiv OU = OM + MU = 180 m. Din VO = rezulta ca

180-1,63

VO = = 146,70 (m).

Prin urmare, Thales a obtinut ca indltimea piramidei lui Keops este de 146,70 m.

2. Determinarea inaltimii unui copac cu ajutorul umbrei
Infige vertical in pdmant un baston. Masoara lungimea

bastonului, lungimea umbrei lui, cat si lungimea umbrei

copacului. Calculeaza inaltimea copacului, cunoscand:

¢ lungimea umbrei copacului: AB= 2,80 m;

+ indltimea bastonului: MP = 0,96 m;

+ lungimea umbrei bastonului: MN = 0,64 m.

Demonstratie (activitate individuald):

Observam ca metoda folositda pentru determinarea

indltimii copacului este identica cu metoda folosita de

Thales pentru determinarea inaltimii piramidei lui Keops.

Din asemanarea triunghiurilor BAC si NMP rezulta ca

AC= AB-MP

vy v

.Inlocuind cu datele din enunt, rezulta ca inal-

timea copacului este egald cu 4,20 m.




Aplicatii

suprafata solului. O persoana se departeaza de fantana in punctul M, pe linia AP,
la distanta PM. Calculeaza distanta dintre nivelul solului si nivelul apei, cunoscand:
diametrul fantanii: AP=2 m;
inaltimea persoanei: OM = 1,65 m;
distanta de la persoana la fantana: PM = 0,66 m.

O
in sol este sdpata o fantana (figura 4). Punctele A si P, diametral opuse, sunt la I
M

Observam urmatoarele: «OPM = «BPA (unghiuri opuse la varf), OM 1 PM
(persoana este perpendiculara pe sol) si AB | AP (fantana este perpendiculara pe
sol). Rezulta ca AOMP ~ ABAP (criteriul de asemanare UU). Conform definitiei

asemanarii, rezulta ca A—B:A—P de unde AB = AP-OM
oM PM

Fig. 4

. Inlocuind cu datele din

enunt, rezulta ca distanta ceruta este egala cu 5 m.

A ;L _________
i Portofoliu A
1. Determinarea distantei dintre un copac si 2. Calculul unor lungimi
un zid Zidul unei case este sprijinit de o barna, iar barna

Intr-o curte imprejmuitd de un zid este un copac  este unitd cu zidul printr-o stinghie CD (figura b).
inalt de 10 m (figura a). La ce distanta fatd de zid se  Se stie cd AB= 3,30 m, AD =3,30 m si DM = 2,97 cm.

afla copacul, stiind ca inaltimea zidului este de 3,16 m, a) Calculeaza lungimea stinghiei CD.
iar la o distanta de 10 m de zid se afld o persoana b) Cu cat trebuie sa scurtam stinghia daca vrem
inalta de 1,80 m, care vede doar varful copacului? s-o fixam mai sus cu 55 cm?

4

&) Determina valoarea raportului ariilor a doua triunghiuri asemenea, ABC si MNP, stiind ca:

AB 2 BC 3 MP 4
a) —=—; b) —==; Q) —=—.
MN 3 NP 5 AC 3
B} Determina valoarea raportului de asemanare a doua triunghiuri asemenea, ABC si DEF, stiind cé:
a) LSZ{ABC :l. b) LS?fABC :ﬂ. C) ‘QZABC :é.
g 9 e 4 e 16

E) Calculeaza ariile a doua triunghiuri asemenea care au:
a) valoarea raportului de asemanare 0,(6) si suma ariilor 117 cm?,
b) valoarea raportului de asemadnare 1,75 si diferenta ariilor 594 cm?.

@) Perimetrele a doua triunghiuri asemenea sunt de 24 cm, respectiv 60 cm, iar aria celui mai mic dintre
triunghiuri este de 144 cm?. Determind aria celuilalt triunghi. D E C

B in figura 5, punctul E este mijlocul laturii DC, iar punctul F este intersectia 4
dreptei BE cu diagonala AC. Determina valoarea raportului:
a) perimetrelor triunghiurilor CEF si ABF;
b) ariilor triunghiurilor CEF si ABF. Fig. 5
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0 Dan doreste s& determine inéltimea
unui copac, folosind o oglinda asezata
astfel incat sa vada in ea varful copacului.
Folosind datele din figura 6, ajuta-l pe
Dan sa determine inaltimea copacului.

Calculeaza de la ce inaltime trebuie
sd loveasca Ana mingea de tenis pentru 7
ca aceasta sd atinga fileul si sa aterizeze 9m 12m »
in terenul advers la 9 m de fileu (figura 7). Fig.6 Fig.7

€] Terenul de joaci din curtea scolii este iluminat de un bec amplasat pe un stalp la inaltimea de 4,86 m.
Maria are indltimea de 1,62 m si se afla la distanta de 6,48 m de stalp. Determina lungimea umbrei Mariei (figura 8).

0,75m

E) Figura 9 reprezinta schita unei pensiuni. Suprafata colorata reprezinta spatiul verde. Stiind ca ABCD este
patrat, cu AB= 24 m, punctul E este mijlocul laturii AD si «CEF = 90°, calculeaza aria suprafetei destinate spatiului
verde.

) infigura 10, sunt reprezentate un copac, un om si umbrele acestora. Calculeazi inaltimea copacului, stiind
ca umbra acestuia este de 6 m, indltimea omului este de 1,8 m si umbra omului este de 1,2 m.

A F B
4,86 m
P1.62m E ”
| /b
6,48 m D C =
Fig. 8 Fig. 9 Fig. 10

” @ .
rDin oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20 )

E) Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste literaF. 2 puncte
a) Raportul perimetrelor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul

raportului de asemanare. A F
b) Raportul medianelor corespunzatoare laturilor omoloage a doua triunghiuri

asemenea este egal cu raportul de asemanare. A F
c) Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul raportului

de asemanare. A F
d) Raportul inaltimilor corespunzatoare laturilor omoloage a doua triunghiuri

asemenea este egal cu raportul de asemanare. A F

(2] Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

Suprafata marginita de trapezul ABCD din figura de mai jos, cu AB || CD si AC n BD = {0}, este un
teren agricol. Suprafata triunghiulara AOB este cultivata cu rosii, suprafetele triunghiulare AOD si BOC sunt
cultivate cu castraveti, respectiv cu ardei, iar suprafata triunghiulard COD este cultivata cu vinete. Daca

AB =240 m, CD = 80 m si aria suprafetei cultivate cu rosii este de 72 ari, atunci: D NC
a) distanta, in m, de la O la dreapta AB este de ... 1)8; AN\A
b) distanta, in m, de la O la dreapta CD este de ... 2) 24; |
c) aria, in dam?, a suprafetei cultivate cu vinete este de ... 3) 20; |
d) aria, in dam?, a suprafetei cultivate cu ardei este de ... 4) 60; !
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. M3 puncte
Imaginea aldturata reprezinta schita podului casei parintilor lui A
Luca. Luca isi doreste o camera pentru lecturd. Din acest motiv, parintii
lui au hotdrat sa amenajeze aceasta camera la mansardad si inaltimea
acestei camere sa fie de 2,10 m. Dacd BC = 12 m si AD = 3,15 m, atunci
camera de lecturd a lui Luca are lungimea de |:| m. 210 mI
B G D H ¢

\ J
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1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Punctul M se afla pe latura AC a triunghiului dreptunghic ABC, cu «A =90° M
(figura 1). Stiind ca «AMB = 90° — «ACB si AB = 2AM, demonstreaza ca
MC = 3AM.

Punctele M si N sunt mijloacele laturilor AB, respectiv AC ale unui tri-
unghi ABC. Demonstreaza ca segmentele: Fig. 1
AM si MB sunt proportionale cu segmentele AN, respectiv NC;
AB si AM sunt proportionale cu segmentele AC, respectiv AN;
AM, MB, AB sunt proportionale cu segmentele AN, NC, respectiv AC.

Diagonalele unui trapez dreptunghic ABCD se intersecteaza in punctul O, E
+A = «D = 90°. Daca M este un punct pe latura AD, astfel incat AABM ~ ADCM,
demonstreaza ca:

MO || AB; z
MO este bisectoarea unghiului BMC.

Punctul D apartine laturii BC a unui triunghi ABC. O paralela la dreapta AD G D B

intersecteaza dreptele AB, AC si BC respectiv in punctele E, F si G (figura 2). Daca Fig. 2

AE A
—=—B demonstreaza ca punctul D este mijlocul laturii BC.
AF  AC’

Bisectoarea unghiului A a triunghiului ABC intersecteaza latura BC in punctul D.
Stiind cd AB = 28 cm, BC = 35 cm si CA = 42 cm, calculeaza lungimile segmentelor BD si CD.
Stiind ca BD = 15 cm, BC = 33 cm si AB = 30 cm, determina lungimile segmentelor CD si AC.

Pe o dreapta consideram punctele A, B, C si D, in aceasta ordine, astfel incat AB = BC = CD si notam cu O
mijlocul segmentului AB. Demonstreaza ca segmentele:
AB, OB, AD si OC sunt proportionale;

BD, AD, BC si OC sunt proportionale. 3 3
ds N3 Ms
Se considerd un trapez ABCD, cu AB || CD, si paralelele echidistante d,, d,, &N M,
d, care intersecteaza laturile AD, respectiv BC in punctele M,, M,, M., res- o m
pectiv N, N,, N, (figura 3). — :
Daca AM, = 5 c¢m, calculeaza lungimile segmentelor AM,, AM,, AD 5 ' r
Daca BC = 28 cm, calculeaza lungimile segmentelor BN,, N.N,, N.C, BN.. .
Punctele E si F apartin laturii CD a dreptunghiului ABCD, astfel incat G
CE=24cm, DF =32 cm. Dreptele AE si BF intersecteaza dreptele BC, respectiv
AD in punctele G si H (figura 4). Lungimile laturilor dreptunghiului sunt < E F =
AB =96 cm si BC=60 cm. M
Calculeaza lungimile segmentelor BG si AH.
Daca AE N BF = {M}, calculeaza distanta de la punctul M la dreapta AB. A

Fig. 4
Se considera paralelogramul ABCD. Daca o dreapta d intersecteaza Z

dreptele AB, BC, CD si DA in punctul M, N, P, respectiv Q, diferite de varfurile paralelogramului, demonstreaza
MA NB PC QD 1 D

MB NC PD QA

Diagonalele unui patrulater convex ABCD sunt concurente in punctul O.
Pe segmentele AC si BD se iau punctele E si, respectiv, F (figura 5).
Daca AD || BE si DC || EF, demonstreazs c3 BC || AF. 4 0
Daca AD || BE si BC || AF, demonstreaza ca DC || EF. Fig. 5
Daca BC || AF si DC || EF, demonstreaza ca AD || BE. B
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2, TEST DE EVALUARE Timp de lucru: 50 de minute.

Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.

AM 1
Daca punctul M apartine segmentului AB si — =—, atunci @z S
AB 3 AB

Raportul de asemdnare a doua triunghiuri este egal cu = Raportul ariilor celor doua triunghiuri

esteegalcu....
Daca AABC ~ ACAB, atunci triunghiul ABC este triunghi ... .
Daca doua triunghiuri sunt asemenea, atunci laturile lor sunt ... si unghiurile lor sunt ... .

Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.
In figura de mai jos, punctele M, N, P, Q se afla pe laturile triunghiului ABC, astfel incat MP || NQ si
NQ || BC. Daca AM = 4 cm, MN = 6 cm, NB = 2 cm, BC = 18 ¢m si AC = 24 cm, atunci lungimea

segmentului: A
A B
MP este egala cu ... 15 cm;
NQeste egalacu ... 8 cm; M P
APesteegalacu... 6 cm;
PQesteegalacu ... 14 cm; N Q
12 cm. B c

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Punctele A, B, C, D, in aceastad ordine, apartin unei drepte. Daca lungimile segmentelor AB, BC si CD
sunt direct proportionale cu numerele 4, 2 si 3, atunci:
CD < BC< AB; AB < BC< CD; BC < CD < AB; AB < CD < BC.
Daca AABC ~ AMNP si raportul de asemanare este egal cu 1, atunci triunghiurile sunt:
dreptunghice; congruente; isoscele; echilaterale.
Daca AABC ~ ADEF, AB =6 cm, DE = 3 cm i ./,, = 24 cm? atunci .o/, este egala cu:
6 cm?; 24 cm? 48 cm?; 8 cm2
Daca triunghiurile ABC si MNP au AB=6 dm, BC=1m, AC=8 dm, MN =30 cm, «M = 90° si «B=«N,
atunci <7 este egala cu:

MNP
60 dm?; 240 cm?; 48 cm?; 600 cm>.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
Se considera un triunghi ABC si un punct D pe latura AC. Pe semidreapta opusa semidreptei CA, se
ia un punct M. Paralela prin punctul D la dreapta AB intersecteaza dreapta BCin punctul P. Paralela
prin punctul M la dreapta BC intersecteaza dreapta DP in punctul N si dreapta AB, in punctul F, iar
paralela prin F la dreapta AC intersecteaza dreapta DP in punctul E. Demonstreaza ca:
ADEF este paralelogram; +ABC = «FNE; AABC ~ AENF.

Patrulaterul ABCD din figura alaturata este paralelogram, iar D c
punctul M se afla pe latura AB. Daca AC~ DM = {N} si BD n CM = {P},
demonstreaza ca:
AMNA ~ ADNC; N A
ABPM ~ ADPC;
AN BP 1 M B

—+—=1.
CN DP

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul | 11 | 12 | 13 | 14 | W1 02 | 03 [ 04 [N |2 | m3 |4 | Va [ IVb | IVc | Va | Vb | Vc

Punctajul




RELATI0 MEURIEE [
TRIVNGERIUVL RREZTUNGEHIE

Sinwm
COSm
tanm

Unitatea: Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

L1. Proiectii ortogonale. Teorema inalfimii. Teorema catetei

L2. Teorema lui Pitagora. Reciproca teoremei lui Pitagora

L3. Notiuni de trigonometrie in triunghiul dreptunghic

L4. Rezolvarea triunghiului dreptunghic
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7 * RELATII METRICE IN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

UNITATEA: RELATII METRICE iN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC
L

X )V: B Proiectii ortogonale. Teorema inaltimii. Teorema catetei

¢ definitia perpendicularei dintr-un punct pe o dreapta;
¢ definitia triunghiurilor asemenea si criteriile de asemanare;
¢ media geometrica a doud numere pozitive.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

infigura 1, punctul A’ este piciorul perpendicularei din punctul A pe dreapta d. Se mai spune ca punctul A’ este
proiectia ortogonala a punctului A pe dreapta d. Notam A’= pr_A.
A

) P
| D F H
I
I E/’. I !
: . : : o
- e /6 d
A’ B' C' D’ / Fl G’ H' Pl= Q’
£ Fig. 1

Daca un punct apartine dreptei d, de exemplu, punctul B, proiectia sa ortogonala pe dreapta este identica
cu punctul, adica pr B = B’= B (figura 1).

Proiectia ortogonala a unui segment AB pe o dreapta este segmentul determinat de proiectiile ortogonale
ale punctelor A si B (capetele segmentului) pe dreapta.

Exemple:

In figura 1, segmentul C'D’ este proiectia ortogonald a segmentului CD pe dreapta d. Scriem C'D’ = pr,CD.

De asemenea, £'F' = pr EF si G'H'= GH’ = pr GH. Daca segmentul este perpendicular pe dreapta, cum este
cazul segmentului PQ, proiectia ortogonala a segmentului se reduce la un punct, deci pr PO =P'= Q"

Alte exemple:

Pentru orice triunghi dreptunghic ABC, observam existenta a sase segmente:
cateta AB, cateta AC, ipotenuza BC, indltimea AD (D e BC) si segmentele BD si DC
(figura 2).Despreinaltimea AD se spune cd este indltimea corespunzatoare ipotenuzei.
Se observa ca proiectia catetei AB pe ipotenuza BC este segmentul BD (pr, AB = BD)
si proiectia catetei AC pe ipotenuza BC este segmentul DC (pr, AC = DC). Segmentele g
BD si DC sunt segmentele determinate de inaltimea AD pe ipotenuza BC.

&7] Rezolvim impreuni

PRrOBLEMA 1

A
90°

90°

b Fig.2

in figura 3, lungimile segmentelor AB, CD si DE sunt: AB= 2,4 cm, CD=3,2 cm si
DE = 1,8 cm. Arata cd lungimea segmentului AB este egala cu media geometrica a
lungimilor segmentelor CD si DE.
Demonstratie (activitate frontald):
Media geometricd a lungimilor segmentelor CD si DE este egala cu:

\JCD-DE =4/3,2-1,8 =4/5,76 = /% =

AB este egald cu media geometrica a lungimilor segmentelor CD si DE.

Ocm 1 2 3
Fig. 3
2,4.DinAB=2,4cmrezultd cd AB= +/CD-DE, decilungimea segmentului

AB (D
Observatie: Egalitatea AB= ~/CD-DE este echivalenta cu egalitatea EZA_B' care arata ca segmentele AB

si CD sunt respectiv proportionale cu segmentele DE si AB. Din acest motiv, se spune ca lungimea segmentului
AB este media proportionald a lungimilor segmentelor CD si DE.



Proiectii ortogonale. Teorema inaltimii. Teorema catetei

Daca AD este indltimea corespunzatoare ipotenuzei BC a unui triunghi dreptunghic ABC (D € B(C), demon-
streaza ca: a) AD>’=BD - DG; b) AB>=BD - BCsi AC>=CD - BC.
Demonstratie (activitate frontald):

201
a) Construim figura geometricd corespunzatoare enuntului (figura 4). Deoarece tri-
unghiurile BAC si BDA sunt dreptunghice, rezulta ca <3 + «2 =90° si «1 + «2 =90°. Altfel 3 90° 4
spus, unghiurile 3 si 1 au acelasi complement, deci sunt unghiuri congruente, adica g D C
+ABD = «CAD. Deoarece triunghiurile ABD si CAD sunt dreptunghice si «ABD = «CAD, Fig. 4

AD BD
din criteriul de asemdnare UU rezulta ca AABD ~ ACAD si din definitia asemanarii obtinem "D si

AD?=BD - DC. Demonstratia aratd cd lungimea inaltimii corespunzatoare ipotenuzei unui triunghi dreptunghic
este media proportionald a lungimilor segmentelor determinate de indltime pe ipotenuza.

b) Se observa ca unghiurile 2 si 4 sunt congruente, deoarece au acelasi complement (unghiul 1). Din criteriul
de asemdnare UU rezulta ca AABC ~ ADBA si AABC ~ ADAC. Folosind definitia asemdnadrii, din AABC ~ ADBA

rezulta ca £=£, adicd AB>’=BD - BC,iar 4 Q&
BD AB
BC AC ¢ Preocupdrile pentru geometria triunghiului dreptunghic sunt foarte
din AABC ~ ADAC rezultda ca — =—, adica >0 vechi, de aproximativ patru milenii. Exista dovezi istorice in acest sens.
AC =D BC. Demonstratlag%ta(ég oricare @ U 0Odovaddestetablitade lutaflata la Universitatea din Columbia, despre
‘g rese crede cd a fost scrisd in jurul anului 1800 1.H. si care are un tabel
ar fiun triunghi dreptunghic, lungimea unei *i5 de 4 coloane si 15 randuri de numere care contin numere pitagoreice
catete este egald cu media proportionala m- (triplet de numere naturale care verifica teorema lui Pitagora).

dintre lungimea ipotenuzei si lungimea
proiectiei acelei catete pe ipotenuza.

f L e B )
¢ Definitie:

Se numeste proiectie ortogonala a unui punct pe o dreapta piciorul perpendicularei din acel punct
pe dreapta.
+ Proprietati ale proiectiei ortogonale:

> Daca un punct apartine unei drepte, proiectia punctului pe acea dreapta coincide cu punctul.

> Proiectia ortogonald a unui segment AB pe o dreapta este segmentul determinat de proiectiile

ortogonale ale punctelor A si B pe dreapta.

> Proiectia ortogonala a unui segment AB pe o dreapta d este un punct daca si numai daca AB L d.
¢ Teorema inaltimii

Lungimea inaltimii corespunzatoare ipotenuzei unui triunghi dreptunghic este media proportionala a
lungimilor segmentelor determinate de inaltime pe ipotenuza.
¢+ Teorema catetei

Oricare ar fi un triunghi dreptunghic, lungimea unei catete este egala cu media proportionala dintre
lungimea ipotenuzei si lungimea proiectiei acelei catete pe ipotenuza.

N\

[#* Aplicim cunostintele
N

in figura 5, triunghiul ABC este isoscel, cu AB=AC, AD 1. BC,CE 1. AB,D € BC, E € AB, A
iar F este proiectia punctului D pe latura AB. Daca CE = 20 cm si proiectia segmentului BD
pe latura AB are lungimea de 5 cm, calculeaza lungimea laturii AB.
Demonstratie (activitate pe grupe):
Deoarece F este proiectia punctului D pe latura AB, rezulta ca DF L AB. Din DF L AB si E
CE L ABrezultd ca DF || CE. Deoarece D este mijlocul segmentului BC, rezulta ca DF este

J

linia mijlocie a triunghiului BCE si, prin urmare, DF = %-CE =10 cm. Aplicam teorema

inaltimii in triunghiul dreptunghic DAB si obtinem DF? = BF - AF, adicd 100 =5 - AF, de
unde AF =20 cm. Deci, AB=BF + AF=25cm.
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Se considera un triunghi dreptunghic ABC (figura 6), cu ipotenuza BC, inal- F
timea AD, D € BC, AB=ccm, AC=b cm si BD = p cm. In exteriorul triunghiului, A
se construiesc patratul ABEF si dreptunghiul BCGH, cu BH = AC. Dreapta AD
intersecteaza latura dreptunghiului BCGH in punctul /, paralela prin punctul H ¢
ladreapta ABintersecteaza dreapta ADin punctul J, iar punctul L este proiectia
punctului C pe dreapta BE. Demonstreaza ca: ~

a) AABH= AEBCG; R ’

b) patrulaterul FELC este dreptunghi;

c) aria patratului ABEF este egala cu dublul ariei triunghiului EBC; ,

d) patrulaterul ABHJ este paralelogram si are aria egala cu b - p cm?

e) aria patratului ABEF este egala cu aria paralelogramului ABHJ. H Fig. 6
Demonstratie (activitate frontald):

a) Deoarece «ABH = 90° + «ABC = «EBC, AB = EB = c cm si BH = AC = b cm, conform definitiei triunghiurilor
congruente, rezulta ca AABH = AEBC (criteriul LUL).

b) Patrulaterul FELC este dreptunghi, deoarece unghiurile F, E si L sunt unghiuri drepte.

c) Conform punctului precedent si enuntului, rezulta ca CL 1 EB, L € EB, si CL = EF = EB= AB= c cm. Prin urmare,
triunghiul EBC are baza EB = ccm, indltimeaCL=ccm i 2 - .o, = =%, .
d) Patrulaterul ABHJ este paralelogram, deoarece are laturile opuse

paralele. Cum BD L AJ, D € AJ, rezulta ca indltimea paralelogramului este

BD = p si baza este AJ= BH = b, deci .%/,, =b-p cm. c
e) Conform punctului a), AABH = AEBC si, deoarece ABHJ este parale-

logram, rezulta ca AABH = AHJA. Deci, .7, =2 - ., =2 .5 _sidin p

’ A ABHJ ABH EBC B C
2 A== A rezultd €@ Ay, = A,

Observatie: Deoarece .7, =b-pcm? ., = si .o, =%, "
rezulta ca ¢ = b - p. Am obtinut astfel o alta demonstratie a teoremei
catetei. Aceasta demonstratie a fost data de matematicianul grec Euclid
(cca 323-2831.H.). De aceea, teorema catetel se mai numeste si teorema

lui Euclid (figura 7). Fig.7

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

) intriunghiul ABC, cu «A = 90°, construim inaltimea AD, D e BC. Precizeaza:
a) pr, AB; b) pr,, AG c) pr, AB; d) pr, AC.

B Se considera un dreptunghi ABCD. Precizeaza:
a) pr,AB; b) pr,, BD; c) pr,,AG d) pr,. CD.

E) Se considera un patrat ABCD si se noteaza cu O punctul de intersectie a diagonalelor. Precizeaza:
a) pr,,AB; b) pr, AB; c) pr,.BG d) pr,, BC.

@) Se noteaza cu O punctul de intersectie a diagonalelor rombului ABCD. Precizeaza:
a) pr, AB; b) pr,, AB; c) pr,.BG d) pr,, AD.

B se considers trapezul dreptunghic ABCD, cu AB || CD si «A = 90°. Precizeaza:
a) pr,, AB; b) pr,, CD; c) pr,, BG d) pr,,AD.
@ in triunghiul ABC, cu «A = 90°, construim indltimea AD, D  BC. Calculeaza lungimile segmentelor AD, AB
si AG, stiind ca:
a)BD=18cmsiCD=32cm; b)BD=3cmsiCD=12cm.
in triunghiul MNP, cu <M = 90°, construim MQ_L NP, Q e NP. Stiind cd MN = 3+/5 cm si NQ =3 cm, calculeaza

lungimile segmentelor:
a) NP; b) MP; ) QP; d) MQ.

€ in triunghiul MNP, cu «M = 90°, construim MQ L NP, Q € NP. Stiind cd MQ=4 cm siNQ = 4+J2 cm, calcu-
leaza lungimile segmentelor:
a) PQ; b) NP; c) MN; d) MP.




Proiectii ortogonale. Teorema inaltimii. Teorema catetei

E) intriunghiul DEF, cu «D =90°, construim indltimea DG, G € EF. Stiind cd DE =18 cm si EF =27 cm, calculeaza
lungimile segmentelor:

a) EG; b) FG; <) DG; d) DF.
@) in triunghiul DEF, cu «D = 90°, construim in3ltimea DG, G € EF. Stiind ca DG = 20 cm si FG = 4EG, calcu-
leazad lungimea segmentelor:

a) EG; b) FG; c) DE; d) DF.

) Se noteazi cu O punctul de intersectie a diagonalelor rombului ABCD. Stiind c& AB = 26 cm si lungimea
proiectiei segmentului BO pe latura AB este egala cu 8 cm, calculeaza:

a) lungimea proiectiei segmentului AO pe latura AB;  b) inaltimea triunghiului AOB;

) lungimile diagonalelor rombului ABCD; d) aria rombului ABCD.
B 1n dreptunghiul ABCD, se noteaza cu E piciorul perpendicularei din A pe BD si cu F, intersectia dreptelor AE
si BC. Stiind ca BE = 36 cm si DE = 16 cm, calculeaza:

a) lungimile segmentelor AE, EF, AB, AD si BF; b) ariile patrulaterelor ABCD si ABFD.
B 1n trapezul isoscel MATE, cu MA || TE si MA > TE, se stie c& AT L MT. Stiind cd AM = 45 cm si ET = 27 cm,
calculeaza perimetrul si aria:

a) trapezului MATE; b) triunghiului MTE.
@ stiind ca intr-un triunghi ABC indltimea AD este media proportionald a proiectiilor laturilor AB, respectiv
AC pe BCsi ca punctul D este interior segmentului BC, demonstreaza ca triunghiul este dreptunghic, cu €A =90°.

B stiind cdintr-un triunghi ABC proiectia punctului A pe BC este D (D € BC) si ca AB>= BC - BD, demonstreaza
ca triunghiul ABC este dreptunghic, cu «A =90°.

D A
@ infigura aldturats, ABCD este dreptunghi, punctul £ este proiectia punctului A
pe dreapta BD si cu F se noteaza intersectia dreptelor AE si BC. Demonstreaza ca: E
1 1 1
a) —=—5+—73 b) ABCD ~ ABEF; c) AB*=BC- BF. c B
AE® AB° AD F

. ®,
[Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

& Dpaca afirmatia este adevirati, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste literaF. 2 puncte
Se considera un trapez ABCD, cu AB|| CD, AB > CD si «A = «D = 90°. Diagonalele trapezului sunt perpen-
diculare si sunt concurente in punctul O. Paralela prin punctul O la dreapta AB intersecteaza laturile AD
si BCin punctele M, respectiv N.
a) Proiectia punctului O pe dreapta AD este punctul M. A F
b) Proiectia segmentului BN pe dreapta AD este segmentul AM. A F
c) Proiectia diagonalei AC pe dreapta BD este segmentul BD. A F
d) Daca lungimile proiectiilor segmentelor AB si AD pe dreapta BD sunt egale cu 2,5 cm,

respectiv 1,5 cm, atunci lungimea diagonalei BD nu este egald cu 4 cm. A F
B2 Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte

In figura alaturata, triunghiul ABC este dreptunghic, cu A = 90°, punctul D este proiectia punctului A pe
dreapta BC, iar punctul E este proiectia punctului D pe dreapta AC. Daca BD =18 cm si C
CD =32 cm, atunci:

a)AD=... 1)40 cm;

b)AC=... 2)19,2cm; D

c)pr, BD=... 3) 14,4 cm; d

d)DE=... 4) 24 cm;

5)30cm. A B

a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte

Punctul D apartine laturii BC a unui triunghi ABC si AABD ~ ACAD. Daca AD =6 cm si CD =9 cm, atunci

aria triunghiului ABD este egala cu S cm?.
N J
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(R4 )V: WA Teorema lui Pitagora. Reciproca teoremei lui Pitagora

i@
+ Datoritd importantei pe care o are pentru calcule si demonstratii,

»rg teorema lui Pitagora este probabil cea mai cunoscuta teorema

< L G . b?
5) ‘_’ de geometrie pland. Descoperirea ei este atribuita lui Pitagora din

(0 Samos, un filozof si matematician grec (cca 580-496 i.H.). Pentru M— a
2y b
Loy L . ) W ( c
= - aceastd teoremd se cunosc mai mult de 100 de demonstratii. Una —

dintre demonstratii este atribuita lui Eudlid, care a aratat cd intre &R ? .

C
ariile patratelor construite pe laturile unui triunghi dreptunghic \\\\\\
existd relatia a? + b = % w
umm\ 70

A Ne amintim

L)
(

3

°

teorema catetei;

proprietatea tangentei dintr-un punct la un cerc;

masura unghiului inscris in cerc;

definitia triunghiurilor asemenea si criteriile de asemanare.

* 6 o o

Pentru a rezolva unele probleme, am invatat sa folosim teorema lui Pitagora si reciproca acesteia inca din
clasa a Vl-a. Este momentul sa demonstram aceste teoreme. Pentru demonstrarea teoremei, folosim teorema
catetei, iar, pentru demonstrarea reciprocei, folosim o constructie ajutatoare.

&7] Rezolvam impreuns

Teorema lui Pitagora. Patratul lungimii ipotenuzei unui triunghi dreptunghic este egal cu suma patratelor
lungimilor catetelor.
Demonstratie (activitate frontald):

Notam cu D proiectia punctului A pe ipotenuza BC a unui triunghi drept- A

unghic ABC (figura 1). Rezultd ca punctul D este pe latura BC, iar segmentele BD

si CD sunt proiectiile catetelor AB, respectiv AC pe ipotenuza si BD + DC = BC.

Folosind teorema catetei, obtinem AB? = BD - BC si AC> = DC - BC, de unde

succesiv obtinem: D ¢
Fig. 1

AB?>+ AC*=BD -BC+DC-BC< AB>+ AC?>=(BD + DC) - BC =
< AB*+ AC?=BC-BC < AB? + AC? =BC2.

Reciproca teoremei lui Pitagora. Daca patratul lungimii unei laturi a unui triunghi este egal cu suma
patratelor lungimilor celorlalte doua laturi, atunci triunghiul este dreptunghic, avand ca ipotenuza latura
respectiva.

Demonstratie (activitate frontald):

Daca intre laturile unui triunghi ABC exista relatia AB*> + AC* = BC?, aratam ca D

triunghiul ABC este dreptunghic si ca unghiul care se opune laturii BC, adica un-
ghiul BAC, este drept (figura 2).

Folosim urmdtoarea constructie ajutdtoare: in punctul A construim perpen-
diculara pe dreapta AC, astfel incat punctele B si D sa fie de o parte si de alta a
dreptei ACsi AD = AB. Din constructie rezulta ca «DAC = 90°. Deoarece triun-
ghiul CAD este dreptunghic si are ipotenuza DC, aplicand teorema lui Pitagora, C
rezultd ca AD? + AC? = CD? Cum AB? + AC? = BC? (din enunt), rezulta ca CD? = BC?, g
adica CD = BC. Avand laturile congruente, triunghiurile ABC si ADC sunt con-
gruente si din congruenta lor rezultd ca «+BAC = «DAC = 90°.

Fig. 2




Teorema lui Pitagora. Reciproca teoremei lui Pitagora

g L e )
¢ Teorema lui Pitagora

Patratul lungimiiipotenuzei unuitriunghi dreptunghic este egal cu suma patratelor lungimilor catetelor.
+ Reciproca teoremei lui Pitagora

Daca patratul lungimii unei laturi a unui triunghi este egal cu suma patratelor lungimilor celorlalte doua
kIaturi, atunci triunghiul este dreptunghic, avand ca ipotenuza latura respectiva.

[#* Aplicim cunostintele

Un punct A este exterior unui cerc cu centrul O si raza r = 3 cm. Punctele de intersectie a secantei AO cu
cercul se noteaza cu Bsi C, punctul C fiind pe segmentul AO. Lungimea tangentei din punctul A la cerc este
egala cu 4 cm. Punctele de intersectie a unei secante din A la cerc se noteazd cu M si N. Demonstreaza ca

J

produsul AM - AN este constant. T A
Demonstratie (activitate pe grupe): v
Folosind instrumentele geometrice, construim figura. Construim din punctul A ‘ "

otangenta la cerc si notdm cu T punctul de tangentd (figura 3). Deoarece
OT L TA (proprietatea tangentei dintr-un punct la cerc), rezulta ca triunghiul OTA
este dreptunghic, cu ipotenuza AO. Aplicand teorema lui Pitagora, obtinem
OA%? = OT? + AT? = 32 4+ 42 = 25, de unde OA = 5 cm. Deoarece OC este raza si BC

este diametru, rezultd cd AC=2 cm si AB=8 cm. Fig. 3

1 —
Observam ca «ABM = «ANC = ECM (proprietatea mdsurii unui unghi inscris in cerc). Deoarece triunghiurile

ABM si ANC au «ABM = «ANC si «BAM = «NAC, rezulta ca AABM ~ AANC (criteriul UU) si %:% de unde

obtinem AM - AN = AB - AC =16 cm?, adicd produsul AM - AN este constant.

e Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) Triunghiul ABC este dreptunghic, cu «A = 90°. Calculeaza lungimea laturii BC, stiind ca:
a)AB=12cmsi AC= 6+/5 cm; b) AB=10cm ssiAC= 53 cm.

B} Triunghiul MNP este dreptunghic, cu «M = 90°. Calculeaza lungimea laturii MN, stiind ca:
a) MP=20cm si NP =52 cm; b)MP=6\/§cm§iNP=12cm.

E) Determina mésura unghiului D al triunghiului DEF, stiind c&:
a) DE=10cm, DF =24 cm si EF =26 cm; b) DE=DF =10 cm si EF = 10\/5cm.

@) Calculeaza lungimea inaltimii si aria unui triunghi echilateral, stiind c& lungimea laturii este egala cu:
a)12cm; b) 6+/3 cm; c) 86 cm.

B Calculeazi lungimea diagonalei si aria unui patrat, stiind ca lungimea laturii patratului este de:
a)6 cm; b) 8\/5 cm; c)ncm.

0@ Calculeaza aria unui triunghi isoscel ABC, stiind ca:
a)AB=AC=10cmsiBC=12cm; b) AB=AC=100cm si BC=120 cm.

Calculeaza lungimea diagonalei unui dreptunghi, stiind ca lungimile laturilor sale sunt egale cu:

a) 20 cm, respectiv 21 cm; b) 3 cm, respectiv 6~/2 cm.

Calculeaza perimetrul si aria unui romb, stiind ca lungimile diagonalelor sale sunt egale cu:

a) 48 cm, respectiv 36 cm; b) 12 cm, respectiv 1243 em.
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E) Paralelogramul ABCD (figura 4) are AB = 40 cm, BC = 30 cm si «<BCD = 60°.

D C
Calculeaza: |
a) lungimile segmentelor AE, EB si DE; |
b) perimetrul si aria trapezului EBCD. A o A
E Fig.4
) infigura 5, trapezul dreptunghic ABCD, cu AB|| CD, <A =90°, are AB= 16 cm b
si BC=CD =10 cm. Calculeaza:
a) lungimile segmentelor AD, AC si BD; b 5
b) perimetrul si aria trapezului ABCD. c Fig. 5
£ D
@ infigura6, punctul D este proiectia punctului A pe latura BC a triunghiu- N m
lui ABC. Punctele M si N sunt situate pe segmentul BD, astfel incat BM = CD si
AD? = DN - MC. Dacé punctul P este simetricul punctului N fata de punctul D, Fig.6 B
demonstreaza ca «BAP = 90°. ’
: ®,
€] Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste literaF. 2 puncte
a) DacaAB=6cm,AC=9cmsiBC= 3./5 cm, atunci triunghiul ABC este dreptunghic
si varful unghiului drept este in punctul B. A F
b) in cercul ¢(O, r), consideram o coardd AB = 12 cm. Daca r = 10 cm, atunci aria
triunghiului AOB este egala cu 48 cm?. A F
c) Triunghiul ABC, cu laturile AB=4cm, AC=6 cm si BC= 2413, nu este dreptunghic. A F
d) in cercul ¢(0, ), consideram doua raze perpendiculare, OA si OB. Daca r = 6\/5 cm,
atunci distanta de la centrul cercului la coarda AB este egala cu 6 cm. A F

E1 Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat

in coloana din dreapta. 4 puncte
Pentru fiecare triunghi dreptunghic aldturat sunt specifi- A E
cate unghiul drept silungimile in centimetri a doud dintre laturile 30
triunghiului. B
Lungimile segmentelor, exprimate in centimetri, sunt: 40 3 13
a)BC=... 1) 6; . 342 p
= : [T/
b)DF = ... 2)2; K . .
o Gl=... 3) 50;
— . 6
d)KL=... 4) 24/6; 383
5) 3v2.
J L
| 3\/5
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte
in figura alturata, triunghiul ascutitunghic ABC este inscris
in cercul €0, r). Dacd r = 64/2 cm si BC = 12 ¢cm, atunci masura
unghiului BAC este egala cu |:|°. '
B \
C
\ J




Notiuni de trigonometrie in triunghiul dreptunghic

(NI 1V:B Notiuni de trigonometrie in triunghiul dreptunghic

¢ definitia triunghiurilor asemenea; * criteriile de asemanare a triunghiurilor.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Orice triunghi are sase elemente: trei laturi si trei unghiuri. in cazul triunghiurilor dreptunghice, deoarece
unul dintre unghiuri este drept, ne intereseaza celelalte cinci elemente ale triunghiului. In cele ce urmeaz,
fnvatam sa rezolvam urmatoarea problema:

Fiind date doua elemente ale unui triunghi dreptunghic, dintre care cel putin o latura, sa se calculeze
celelalte trei elemente.

S& observdm ca problema are intotdeauna solutie. intr-adevar, deoarece cunoastem doua elemente, dintre
care cel putin o latura, putem construi triunghiul. Triunghiul odata construit, putem masura celelalte trei
elemente. Acest procedeu este anevoios si aproximativ. Pentru a putea rezolva problema formulata anterior,
este necesar sa introducem notiuni noi, notiuni de trigonometrie.

Trigonometria este o ramura a matematicii. Etimologia cuvantului (Ib. greaca, trigonos = triunghi,
metron = masura) pune in evidenta faptul ca trigonometria se ocupd si de rezolvarea unor probleme
asemadndtoare celei formulate anterior.

+ Sinusul, cosinusul, tangenta si cotangenta unui unghi

Consideram unghiul hk, un unghi ascutit oarecare, si notdam cu x masura acestuia exprimata in grade
(«hk = x). Deoarece unghiul este ascutit, rezulta ca 0° < x < 90°. Evident, exista mai multe triunghiuri drept-
unghice care sa aiba unul dintre unghiurile ascutite congruente cu unghiul hk (figura 1).

Fig. 1
Conform criteriului de asemanare UU, oricare doua dintre aceste triunghiuri sunt asemenea. Fie, de
exemplu, triunghiurile ABC si AB’'C’. Atunci avem AABC ~ AAB'C’, de unde ':Z ZBBE = ':g . Din ultima

. . . AC AT - . . . . . -
egalitate rezulta ca EZW' adica, pentru orice triunghi dreptunghic care are unul dintre unghiurile
ascutite congruente cu unghiul dat, numarul care se obtine ca raport intre lungimea catetei opuse acelui
unghi si lungimea ipotenuzei este constant. Acest numar se numeste sinusul unghiului hk sau sinus de «hk
sau sin de x si se noteaza sin(+hk) sau sin x.

Asadar, pentru oricare dintre triunghiurile dreptunghice din figura 1, sin(«hk) = sin x = g—gzgl—g ZQT((:-‘”'
Daca unghiul h’k’” este complementul unghiului ascutit hk, atunci «h’k’ este unghi ascutit si are masura
de 90° — x. Rezulta ca sin(«h’k’) = sin(90° - x) = sin(«ACB) = ';\g

Daca unghiul hk este un unghi ascutit oarecare si notam cu x masura acestuia exprimata in grade («hk = x
si 0° < x < 90°), definim:
¢ cosinusul unghiului ascutit hk: cos(«hk) = sin(90° - x) sau cos x = sin(90° - x);
¢ tangenta si cotangenta unghiului ascutit hk:
sin(«hk) . cos(«hk) sinx COS X

tg(«hk) = ——— sictg(xhk) = ————— sautgx = sictgx = .
g cos(«hk) ’ d sin(«hk) g cosx g sinx
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&71 Rezolvam impreuns

Pentru un triunghi oarecare ABC (figura 2), se admit urmatoarele conventii A
privind lungimea laturilor si masura unghiurilor, exprimata in grade:

* lungimea laturii care se opune varfului A se noteaza cu a, lungimea laturii c b
care se opune varfului B se noteaza cu b si lungimea laturii care se opune varfului C
se noteaza cu ¢, adica BC=a,AC=bsiAB=g;

+ masurile unghiurilor, exprimate in grade, se noteaza astfel: tA=A, «B=Bsi B
+«C=C.

Pentru un triunghi dreptunghic ABC, cu A = 90°, se noteaza cu x masura unuia dintre unghiurile ascutite
ale triunghiului. Calculeaza sin x, cos x, tg x si ctg x.

Fig. 2

Rezolvare (activitate frontald): A
Alegem unghiul ascutit, de exemplu, unghiul ABC (figura 3). Rezulta ca «ABC = x.
Deoarece unghiurile ABC si ACB sunt complementare, rezulta ca «ACB = 90° - x. 2 b
Pentru lungimile laturilor, consideram ca BC = a, AC = b, AB = c. Folosind defini- X a
tiile sinusului, cosinusului, tangentei si cotangentei unui unghi, rezulta: B Fig. 3 ¢
b :
sinx= 2; €os x = sin(90° — x) = sin(«ACB) = £; tgx= SInx =ﬂ=2-£=2; ctgx= C?SX =£-£=£.
a a cosx € ac c sinx ab b

Q

. . b c b . C . s .
Prin urmare, sin x=—, cos x=—, tg x = —sictg x = o de unde se observa ca sinusul, tangenta si cotangenta
a a C
unghiului ABC, ascutit si cu mdsura x, pot fi exprimate cu ajutorul lungimilor catetelor si al lungimii ipotenuzei.

Astfel: * sin(«ABC) este raportul dintre lungimea catetei opuse unghiului si lungimea ipotenuzei;
¢ cos(«ABC) este raportul dintre lungimea catetei alaturate unghiului si lungimea ipotenuzei;
* tg(«ABC) este raportul dintre lungimea catetei opuse si lungimea catetei alaturate unghiului;
¢ ctg(«ABCQ) este raportul dintre lungimea catetei aldturate si lungimea catetei opuse unghiului.

¢ Determinarea sinusului, cosinusului, tangentei si cotangentei unghiurilor
de 30°, 45° sau 60°

Calculeaza: C
a) sin 30°, cos 30°, tg 30° si ctg 30°; b) sin 60°, cos 60°, tg 60° si ctg 60°.
Rezolvare (activitate individuald): a 601,
Construim un triunghi dreptunghic ABC, care are un unghi de 30° si ipotenuza de 5

lungime a (figura 4). Din reciproca teoremei triunghiului 30-60-90 rezulta ca AC = a B 30°

2 A
. Cu teorema lui Pitagora, obtinem AB = % si calculam: #
Fig. 4
A 1 AB A AB
a) sin 30° = AC =—;c0530°= — = ﬁ; tg 30° = AC = ﬁ; ctg30°= — = V3.
BC 2 BC 2 AB 3 AC

b)sin60°:A—B:£; cos60°:A—C:l; tg60°:A—B:«/§; ct960°:£:
BC 2 BC 2 AC A

Calculeaza: sin 45°, cos 45°, tg 45° si ctg 45°.
Rezolvare (activitate individuald):
Consideram un triunghi dreptunghic isoscel, cu catetele de lungime a (figura 5).
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Conform teoremei lui Pitagora, BC = a2 si rezulta:

5 o s a

a a
——==——, C0s45°= =—, tg45°=—=1sictg45°=—=1.
a2 2 a2 2 a a

Observatie: In rezolvarea unor probleme se pot folosi tabele trigonometrice pentru determinarea sinusu-
lui, cosinusului, tangentei si cotangentei unghiurilor.

sin 45° =

30° 45° 60° 30° 45° 60°
| T | B 5
S I T e S e A
V3 V2 1 V3
cos = = - t 1 N2
5 5 5 ctg V3 3

i L~ B )

Oricare ar fi un triunghi dreptunghic:

¢ Sinusul unui unghi ascutit este egal cu raportul ¢ Tangenta unui unghi ascutit este egala cu ra-

dintre lungimea catetei opuse unghiului si lungi- portul dintre lungimea catetei opuse si lungimea

mea ipotenuzei. catetei alaturate unghiului. =

¢ Cosinusul unui unghi ascutit este egal curapor- ¢ Cotangenta unui unghi ascutit este egala cu ra-

tul dintre lungimea catetei alaturate unghiului si  portul dintre lungimea catetei alaturate si lungi-
kIungimea ipotenuzei. mea catetei opuse unghiului.

[#* Aplicim cunostintele
N

Daca x este masura unui unghi, exprimata in grade, si 0° < x < 90°, justifica egalitatile:

feD
o]

. 1
sictgx=—; A
tg x

b) sin x = cos(90° - x), cos x = sin(90° - x), tg x = ctg(90° — x) si ctg x = tg(90° - x).
Rezolvare (activitate pe grupe):
Construim un triunghi dreptunghic ABC, cu A =90° si «ABC = x (figura 6).

a) (sinx)2+ (cos x)?=1,tgx =

Fig. 6

Rezulta ca «ACB=90° - x. B p C
a) Conform teoremei lui Pitagora, avem a? = b? + ¢2, iar conform problemei precedente, avem:
b b 2 2 2, 2 2
sin x= —, cos x = 5, tgx=—sictgx= 5. Rezulta: (sin x)? + (cos x)? = (—j + (5) = b +2C =a—2=1 si
a a c b a a a a
b ¢ . . < x . 1
tgx-ctgx=—-—=1. Din egalitatea tg x - ctgx=1rezultd catgx = sictgx=—.
c b ctg x tg x
- .. b c b c . . R .
b) Tinand cont ca sinx= —, cosx= —, tgx= —, ctgx = E§I ca «ACB =90° - x, rezulta:
a a C
b
€0s(90° — x) = cos(+ACB) = — =sin x; sin(90° — x) = sin(«ACB) = € —cos X;
a a
tg(90° — x) = tg(«ACB) = % =ctg x; ctg(90° - x) = ctg(+xACB) = 2 =tgx.
C
. . Important

1.1n loc de (sin x)?, (cos x)?, (tg x)? si (ctg x)? se scrie sin? x, cos? x, tg? x si ctg? x.

2. Egalitatea sin? x + cos? x = 1 se numeste formula fundamentala a trigonometriei.

) 3. Sinusul unui unghi este egal cu cosinusul complementului sau, adica sin x = cos(90° - x).

4, Cosinusul unui unghi este egal cu sinusul complementului sau, adica cos x = sin(90° — x).

5. Tangenta unui unghi este egala cu cotangenta complementului sau, adica tg x = ctg(90° — x).
6. Cotangenta unui unghi este egala cu tangenta complementului sau, adica ctg x = tg(90° — x).
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Se considera un triunghi ABC, cu AB=15cm, AC=21 cm si sin «A= i Calculeaza sinusul unghiului C.
Rezolvare (activitate pe grupe): 5
Deoarece sinusul unui unghi este raportul dintre lungimea catetei opuse si lun- B
gimea ipotenuzei, trebuie sa avem un triunghi dreptunghic care sa contina un-
ghiul A. Notam cu B' proiectia punctului B pe dreapta AC (BB' L. AC) si sin A = %
(figura 7). Cum sin €A = % siAB=15cm, rezulta ca %z% SiBB'= % =12 (cm).

in triunghiul AB'B, cu «B'= 90°, aplicam teorema lui Pitagora: AB? = B'B? + B/A. Inlo-

C 5
cuim AB = 15 cm si BB' = 12 c¢m si obtinem 152 = 122 + B'/A%, adica BA? = 81 si B A
B'A =9 cm. Calculdm B'C = AC - BA=21cm -9 cm = 12 cm si triunghiul BB'C este Fig.7
dreptunghicisoscel, deoarece BB'= CB'=12 cm. 5
2

In triunghiul dreptunghic isoscel BB'C, avem «B'BC = «B'CB = 45° si sin(xACB) = sin 45° = T

Intr-un triunghi dreptunghic ABC (figura 8), cu «A = 90°, se stie cad BC = 26 cm si tg «C = i Calculeaza
perimetrul triunghiului ABC. 12
Rezolvare (activitate pe grupe): B

Deoarece tangenta unui unghi este raportul dintre lungimea catetei opuse si Fio 8
ig.
lungimea catetei aldturate, rezulta ca tg «C = % Cum tg «C = %, rezulta ca
ﬁ=i,de unde ﬁ:Ezk,k e N". Deci, AB =5k si AC = 12k.
AC 12 5 12 c d,

Intriunghiul ABC, cu «A =90°, aplicdm teorema lui Pitagora: BC?= AB? + AC%. Inlocuind,
obtinem 262 = (5k)? + (12k)? adica 676 = 169k? si k = 2. Calculam AB = 5k = 10 (cm), AC = 12k = 24 (cm) si
perimetrul triunghiului este egal cu 10 cm + 24 cm + 26 cm = 60 cm.

g Exerseazi, fixeaz si aprofundeaza cunostintele

E) Triunghiul dreptunghic ABC, cu A = 90°, are AC = 6 cm si BC = 10 cm. Determina:

a) sin «B; b) cos «C; c) tg «B; d) ctg «G;

e) sin «C; f) cos «B; g) tg «C; h) ctg «B.
B Se considera un triunghi ABC, cu «A = 90° si sin «C = 0,25.

a) Calculeaza AB, stiind ca BC = 24 cm. b) Calculeaza BC, stiind ca AB=8 cm.
E) Fie un triunghi ABC, cu +A = 90° si cos «C = 0,3.

a) Calculeaza AC, stiind ca BC=20 cm. b) Calculeaza BC, stiind ca AC=12 cm.
) Despre un triunghi ABC, cu £A = 90°, se stie ci tg «B=1,5.

a) Calculeaza AC, stiind ca AB=18 cm. b) Calculeaza AB, stiind ca AC=12 cm.
B in triunghiul dreptunghic ABC, cu «A = 90°, calculeaza:

a) AB,daca AC=7 cm sictg «C=0,5; b) AC, daca AB=6 cm si ctg «B =0,(3).
0 Precizeaza masura unghiului B dacé:

. 1 3
a) sin «B= —; b) cos «B= = <) tg«B=+/3; d) ctg B = /3;
2 1 1
e)sin«B=—; f) cos «B= —; Jtg«B=1; h) ctg«B= —.
> > 919 9 N

Folosind tabele matematice, determina valorile aproximative (cu trei zecimale exacte) pentru:
a) sin 53% b) cos 47°; c) tg 25°% d) ctg 80°.




Notiuni de trigonometrie in triunghiul dreptunghic

B} Folosind tabele matematice, determina valoarea aproximativa a unui unghi n, in urmatoarele cazuri:

a) sinn =0,656; b) cos n =0,966; c)tgn=0,554; d) ctgn=0,176.
B) Calculeaza:

a) 4 -sin 30°- cos 45° - /2; b) tg 45° - ctg 45° - 1; ¢) /3 - (tg 60° + ctg 60°);

d) (sin 60° + tg 60°) : ctg 30°; e) sin?30° + cos? 30°; f) 446 - (sin 45° - cos 30°).
) Determina masurile unghiurilor triunghiului ABC din figura alaturata, C

stiind cd CD L AB, D € AB, BD = 3+/3 cm, CD =9 cm si AC = 942 cm.
) Triunghiul ABC este isoscel, cu AB=AC = 10 cm si BC = 16 cm. Calculeaza:

a) sin «B; b) cos «C; c) tg «B; d) ctg «C.
B in triunghiul dreptunghic ABC, cu A = 90°, punctul D este proiectia A 5 B
punctului A pe latura BC. Daca AB= 12 cm si AC= 16 cm, calculeaza:

a) tg(«ACB); b) sin(«ABQ); ) ctg(«BAD); d) cos(«DAQC).

BB in triunghiul MNP, notdm cu Q proiectia punctului M pe dreapta NP, Q fiind punct interior laturii NP.
Calculeaza lungimea laturii NP, stiind ca:

a) MQ = 4+/2 cm, £N = 45° si «P = 30°; b) MQ = 6+/3 cm, €N = 60° si «P = 45°.

@ stiind ca ABCD este un romb cu AC =12 cm si BD = 16 cm, calculeaza:
a) sin(«DACQ); b) cos(«BDC); ) tg(«ABD); d) ctg(«ACB).

B Untrapezisoscel ABCD, cu AB || CD, are AB = 30 cm, CD = 12 cm si inaltimea de 12 cm. Calculeazi:
a) sin(«BAD); b) cos(«ABC); c) tg(«DAB); d) ctg(«CBA).

@@ Un triunghi ABC are unghiurile ABC si CAB ascutite. Stiind c& 2 - cos <A = J6 - cos B = /3, calculeaz
masurile unghiurilor triunghiului.

: ®,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) A

& Dpaca afirmatia este adevirat3, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste literaF. 2 puncte
in figura alaturata, triunghiul ABC este dreptunghic, cu A = 90°. B
Daca AB =8 cm si AC =6 cm, atunci:
a) sin «B=0,6; A F
b) cos «B=0,8; A F
c)tg «C=0,75; A F
d) ctg «C=1,(3). A F AL\
B2 Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
a) sin 60° - cos 30° + sin 30° - cos 60° = ... 1)0;
b) cos 30° - cos 60° - sin 30° - sin 60° = ... 2) \3;
c) 2 - (sin 45° - cos 60° + sin 30° - cos 45°) = ... 3)1; 4@
d) (tg 60° - ctg 45° — ctg 30° - tg 45°) + 2 - sin 60° = ... 4) 2;
5) 2.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte
Daca ABCD este un trapez dreptunghic, cu AB || CD, «A = 90°, AB= 21 cm, sin(«DAC) = % siCD=9cm,
atunci tangenta unghiului ABC este egala cu |:|

\§ J
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NI} VX% Rezolvarea triunghiului dreptunghic

+ notiunile de sinus, cosinus, tangenta si cotangentd ale unui unghi ascutit;
¢ valorile sinusului, cosinusului, tangentei si cotangentei unghiurilor de 30°, 45° si 60%
¢ teorema lui Pitagora.

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

Sd ne amintim cd problema principala pe care am formulat-o cu prilejul introdu-
cerii in trigonometrie a fost urmatoarea:

Dintre cele cinci elemente ale unui triunghi dreptunghic (doua unghiuri ascutite
si treilaturi), se dau doua elemente (cel putin o laturd). Se cere sa se calculeze celelalte

Ce seintelege
prin rezolvarea

triunghiului
ic? .

dreptunghic? trei elemente.

Problema formulata are intotdeauna solutie, deoarece elementele date sunt

necesare si suficiente pentru a putea construi triunghiul, dar ne intereseaza inclusiv calcularea celorlalte trei

elemente. Demersul logic pentru realizarea acestui scop se numeste rezolvarea triunghiului dreptunghic.

Un element important al unui triunghi sau, mai general, al unui poligon este
aria. Ne amintim cd, daca pentru un triunghi oarecare ABC (figura 1), notam cu B’
proiectia punctului B pe AC, cu h, notam lungimea inaltimii BB’ si cu b, lungimea

< b-h
laturii AC, atunci aria triunghiului ABC se calculeaza cu formula: .7, = Tb

Notand «B’AB = A, considerand triunghiul dreptunghic B’AB si aplicand definitia

sinusului, rezulta c3 sin A = -2, de unde h,= c - sin Asi, inlocuind in egalitatea A
C

Fig. 1

b-h <c-sinA
Tb, obtinem ABC:bc%'

<,

ABC

Prin urmare, aria unui triunghi este egala cu semiprodusul lungimilor a doua laturi inmultit cu sinusul
unghiului determinat de cele doua laturi. Sa observam ca aceasta formula de calcul pentru arie este valabila
daca 0° <A <90°.

Exemplu: Un triunghi ABC are laturile AB =2 cm, AC= 6 cm si «BAC = 30°. Calculeaza aria triunghiului.
) AB-AC-sin A 2.6 -sin 30° . < s
Rezolvare: Folosind formula .7, = = , deoarece sin 30° = 0,5, rezulta ca

ABC 2 2
o, =3 cm

ABC

f i e N ”

¢ Prin rezolvarea triunghiului dreptunghic intelegem demersul logic pe care il urmam pentru calcula-
rea elementelor triunghiului dreptunghic (doua unghiuri ascutite si trei laturi), atunci cand se cunosc doua
dintre elemente, dintre care cel putin o latura.

¢ Aria unui triunghi este egala cu semiprodusul lungimilor a doua laturi inmultit cu sinusul unghiului

determinat de cele doua laturi.
_ Y,

[#* Aplicim cunostintele
N

Calculeaza elementele unui triunghi dreptunghic ABC, cunoscand:
a) catetele: AB=4cm siBC=8 cm;
b) cateta si ipotenuza: AB=4 cm si BC = 443 cm;




Rezolvarea triunghiului dreptunghic

cateta si un unghi ascutit: AB =4 cm si «ABC = 60°;
ipotenuza si un unghi ascutit: BC = 8 cm si «ACB = 30°.

B

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic ABC (figura 2),
rezulta: ACC =BC?-AB>=64-16=48si AC= 4+/3 cm.Dinsin B = % rezulta
casinB= ﬁ, deci B=60°si C=30°. 90°

2 . A C
Concluzie: AC= 4\/5 cm, B=60°si C=30°. Fig.2
rezolvarea cazurilor b), c) si
Se noteaza cu D proiectia punctului A pe ipotenuza BC a unui triunghi C

dreptunghic ABC (figura 3). Stiind ca AC = 4 cm si CD = 2 cm, calculeaza
elementele triunghiurilor ABD si ABC.

Deoarece cateta CD a triunghiului dreptunghic ADC este jumatate din ipote-

nuza AC, rezulta ca «CAD = 30° (reciproca teoremei 30-60-90). Prin urmare,

+ACD = 90° - 30° = 60° si masurile unghiurilor ascutite ale triunghiului drept- A Fig. 3 B
unghic ABC sunt: «ACB = «ACD = 60° si «ABC = 90° — 60° = 30°.

Rezulta ca «ABD = «ABC si «BAD = 90° — 30° = 60°.

In triunghiul dreptunghic ADC, aplicand teorema lui Pitagora, rezultd: AD> = AC> - CD* = 12, de unde obtinem
AD = 2+/3 cm. Aplicam teorema inaltimii si din AD? = CD - BD rezulta ca 12 = 2 - BD, adica BD = 6 cm. Folosind

AB AB
teorema 30-60-90 in triunghiul ADB, rezulta ca AD = Y adica 243 = > siAB= 4+/3 cm.

Concluzie: Elementele triunghiurilor ABD si ABC sunt: AD = 2\/§ cm,BD =6 cm, AB = 4\/§ cm, £ABD = 30° si
+BAD = 60°, respectiv AB = 4+/3 cm, BC=BD + DC =6 cm + 2 cm = 8 cm, €ACB = 60° si «tABC=30°.

in figura 4, AB || CD, AB =2 cm, AC =5 cm, AD = 3 cm si CD = 4 cm. Calculeaza sin(«BAC) si aria triun-
ghiului ABC.

Deoarece AD? + CD? =25 si AC? = 25, rezulta cd AD? + CD?* = AC2. Din reciproca teoremei A B
lui Pitagora rezulta ca triunghiul ADC este dreptunghic, cu ipotenuza AC, si atunci

sin(«ACD) = %:% Cum AB || CD si AC este secanta, rezulta ca «BAC = «ACD. Prin

D C

-AC -si Fig. 4
urmare, sin(«BAC) = sin(«ACD) = £:§ $i A g = AB- AC -sin(«BAC) =3cm 9
AC 5 2
& Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele
~

&) Calculeaza perimetrul si aria unui triunghi dreptunghic ABC, cu «A = 90°, stiind ca:

a) AB = 6+/3 cm si «B = 305 b) AC =8 cm si «C = 60°.
B2 in triunghiul DEF, cu «D = 90°, notdm cu G proiectia punctului D pe latura EF. Calculeaza perimetrul si aria
triunghiului DEF, stiind ca:

a) «E=30°siDG=6cm; b) «F =60° si GF =6 cm.
) in triunghiul ABC, cu A = 90°, notdm cu D proiectia punctului A pe latura BC. Stiind ca «B=30°si CD =6 cm,
calculeaza:

a) perimetrul si aria triunghiului ADGC; b) perimetrul si aria triunghiului ABC.
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) in triunghiul ABC, cu «A = 90°, AD este inaltime, CD =4 cm si AD = 4f3cm €

(figura 5). Calculeaza: D
a) tg «C, ctg «C, sin(«DAC), cos(«ABC);
b) perimetrele si ariile triunghiurilor: i) ACD; ii) ABD; iii) ABC.

B Calculeaza aria unui triunghi MNP, stiind ca:
a) MN=15cm, MP =12 cm si «M = 30°% A Fig. 5 B
b) MN =18 cm, NP =16 cm si «N =455 ¢) NP=10cm, MP =8 cm si «P = 60°.

@ Uun triunghi ABC are aria egala cu 24+/6 cm?.

a) Stiind ca AB= 8v/2 cm si AC =12 cm, determina masura unghiului A.
b) Stiind ca AB=12cmsi BC= 8+/3 cm, determina masura unghiului B.

c) Stiind ca AC= 1242 ecm siBC= 8+/3 cm, determina masura unghiului C.

Calculeaza aria unui paralelogram ABCD, stiind ca:
a)AB= 6\/§cm,AC: 10 cm si «A =455 b) AB=8cm,BC=12 cm si «B =30%

) AC=18 cm, BC = 10+/3 cm si «C = 60°.

) rParalelogramul ABCD, cu «A < 90°, are aria egala cu 724/6 cm?. Calculeaza masurile unghiurilor paralelo-

gramului, stiind ca: M
a)AB=18cm§iAD=8\/gcm; b)BC=12\/§cm§iCD=12cm; P
¢)AB= 82 cmsiAD=18cm.

E) Calculeaza aria unui dreptunghi ABCD, stiind ca: 0
a) BC=5cm si «+BAC=30% b) «DAC=60°si AC=12cm.

) Cercul din figura 6 are raza de 12 cm. Coardele MN si PQ sunt paralele. Calculeaz Q

distanta dintre dreptele MN si PQ, stiind ca «OMN = 30° si «OPQ = 60°. N

Fig. 6

) ' d
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20 )

€] Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste literaF. 2 puncte
Triunghiul ABC din figura alaturata este dreptunghic, cu «A = 90°. Daca B
AD 1 BC, AB=24 cm si AC= 18 cm, atunci:
a) sin «B=0,6 5si BC=30cm; A F
b) cos «B=0,8si DC=10,8 cm; A F D
c)tg«B=0,75siBD=10,8 cm; A F
d) ctg«B=1,(3)siBD=19,2cm. A F p c
a Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat
in coloana din dreapta. 4 puncte
Daca triunghiul ABC este dreptunghic, cu «A=90°, AB=12cm siAC= 124/3 cm, atunci:
a)sin«C-cos«B=... 1)4;
w8 . 2)05;
BC
c)tg?«B+0,(3) - ctg?«C=... 3) 0,75;
a 24 _ a)1;
BC-\f3
5)0,25.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte
Daca triunghiul ABC este dreptunghic, cu «A = 90°, «C = 30° si BC= 12 cm, atunci rezultatul calculului
4. A—B+£-tg «C | cos’«Besteegalcu| |
BC BC
\




Calculul elementelor in triunghiul echilateral, in patrat si in hexagonul requlat

Calculul elementelor (latura, apotema, arie, perimetru) in

ECTIA 5 triunghiul echilateral, in patrat si in hexagonul regulat

¢ definitia si masura unui unghi la centru si ale unui unghi inscris in cerc;
¢ definitia si proprietatile mediatoarei unui segment;
+ definitia si proprietatile poligonului regulat.

¥ Observim si descoperim cunostinte noi

Consideram un poligon regulat cu n laturi inscris intr-un cerc de
centru O (figura 1). Daca AB este o latura a poligonului, ne amintim ca

(e]

masura unghiului la centru AOB este egala cu

. Notéand cu P mijlocul

segmentului AB, rezultd ca PA = PB, adica punctul P este egal departat de
capetele segmentului AB si, ca urmare, punctul P se afld pe mediatoarea
segmentului AB (1). Analog, din OA = OB (ca raze ale cercului) rezulta ca
punctul O este egal depdrtat de capetele segmentului AB si, ca urmare, punc- Y
tul O se afla pe mediatoarea segmentului AB (2). latural,  Fig.1

Din (1), (2) si faptul ca doud puncte distincte determind in mod unic o dreaptd rezulta ca OP este mediatoarea
segmentului AB si distanta de la centrul cercului la latura AB a poligonului este lungimea segmentului OP.
Distanta de la centrul cercului circumscris la o laturd a unui poligon regulat se numeste apotema poligonului.
Problema care se pune este urmatoarea:
Pentru rezolvarea acestei probleme se introduc urmatoarele notatii:

Problema R - raza cercului in care este inscris poligonul regulat cu n laturi, / - lun-

Cum calculam elementele gimea laturii poligonului si a_- apotema poligonului.
Observam cd problema se reduce la rezolvarea triunghiului drept-

unui poligon regulat (latura,

apotema, perimetru, arie) in

functie de raza R a cercului in unghic AOP, cu «OPA=90°,0A=R,0P= a, AP:IL, +POA= *AOB = 180
care este inscris poligonul? 2 2 n
. . 180°
si «OAP=90°— .
n
&7| Rezolviam impreuni
~N

Calculeaza latura, apotema si aria unui poligon regulat in functie de raza cercului in care este inscris acesta,
stiind ca poligonul este:

a) triunghi echilateral; b) patrat; c) hexagon regulat.
Rezolvare (activitate pe grupe):
a) Triunghiul echilateral (elemente cunoscute):
¢ AABC - triunghi echilateral inscris in cercul cu centrul O si raza R (figura 2);
¢ P —mijlocul laturii AB (AB = I3).

Rezulta: «AOB = 360 = 120° AAOB este isoscel, OP este bisectoarea unghiului AOB
120° i !/ ’
si «<AOP = 5 =60°; AAOP este dreptunghic, OA= R (raza cercului), OP = a, (apotema
Fig.2
l

triunghiului) si AP = A—B=—3; sin(«AOP) = A—P, cos(«AOP) = %, de unde obtinem AP = OA - sin(«AOP),

2 2 OA OA

- " A A 1 U
OP = OA - cos(¥AOP).Tinand cont de notatii, rezulta ca By =R BX a,=R- 5 Calculam aria triunghiului AOP:

OP-OA-sin60° 1 R RV3 R*\3 ) RV3 3R%\3

Sop = T 2 33T TTg Rezultd /., =2 4,0, = T4 $1Apge =3 Ayop = RV
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Concluzie: I, = R\/§, a,= g Si o, =

b) Patratul (elemente cunoscute):
¢ ABCD - patrat inscris in cercul cu centrul O si raza R (figura 3);
¢ P -mijlocul laturii AB (AB=1,).

Rezulta: «AOB = 360 =90° AAOB este dreptunghicisoscel («AOB =90° si OA = OB =R),
+OAB =45°; sin(+«OAB) = @, adica sin45° = R sil,= R\2; OP=AP= Ezli sia,= Ii:ﬂ;

AB l, 2 2 2 2
Concluzie: |, = R\/E, a,= i i, =, )2 = 2R

c) Hexagonul regulat (elemente cunoscute):
¢ ABCDEF - hexagon regulat inscris in cercul cu centrul O si raza R (figura 4);
¢ P-mijlocul laturii AB (AB = ).

Rezulta: «tAOB = 360 = 60°; AAOB este echilateral (OA=0B =R, +AOB=60°,AB=R C

si I, = R; AAOP este dreptunghic si sin(«OAP) = %, de unde OP = OA - sin(«OAP),

- R\/§ OAOBSln 600 3R2\/§
adica a,=——; ‘%BCDEF_ 6- A,OB _ |
2 > :
2
Concluzie:/,=R,a,= _R;/E i/ = 3R2\/§'

‘ L~ B |

¢ Definitie:
Se numeste apotema poligonului regulat distanta de la centrul cercului circumscris la o latura a
poligonului.
¢ Elementele unui poligon regulat inscris in cerc in functie de raza cercului:
. L R .  3R3
- > Triunghi echilateral: /; = R\3, as= = Si O = \/7
2 4
== . RV2 .
> Patrat: [, = R\2, di= o Si 7 = 2R
R R?
> Hexagon regulat: /s =R, ds = T\E Si = & 2\/5.

. J

[#* Aplicim cunostintele

Un patrat ABCD este inscris intr-un cerc cu centrul O si raza R = 2 cm. Semi-

dreapta OE, unde E este mijlocul laturii AB, intersecteaza cercul in punctul F (figura 5). D C
Calculeaza:
a) EF si AE; b) «EAF si +AFE; c) tg 22,5°sitg 67,5°. o
Rezolvare (activitate pe grupe):
a) AB=1,= R\J2 =242 cm si AE = \2 cm. Deoarece AE = EB si OA = OB, rezultd ca OF e
este mediatoarea\/ﬁsegmentului AB si OE este apotema patratului. A F
R/2 .

CumOF=a,= —= = V2 cm, rezultd cd EF= OF -OE=R- OE=2- /2 cm. Fig. 5




Calculul elementelor in triunghiul echilateral, in patrat si in hexagonul requlat

Deoarece «AOB = 360

2 = 90° si mediatoarea laturii AB este bisectoarea unghiului AOB, rezulta ca
«AOF = «BOF = 45°. Deoarece «BOF este unghi la centru, rezulta ca BF =45°.Cum «BAF este unghiinscris in cerc,

din «EAF = «BAF = BZ—F rezulta ca «EAF = 22,5°. Deoarece triunghiul AEF este dreptunghic, rezulta ca

+AFE =90° - 22,5° = 67,5°.

F AE
Triunghiul AEF fiind dreptunghic, aplicdm definitia tangentei si obtinem: tg(<EAF ) = % Sitg(«AFE) = —

EF’
N A

sitg 67,5° = —2 Prin urmare, tg 22,5° =21 sitg 67,5° = J2+1.

2 2-

2
de undetg 22,5°=

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

) infigura 6, triunghiul ABC este inscris in cercul ¢ (O, R), iar cercul ¢,(O, r) este inscris A
in triunghiul ABC. Analizeaza figura si rezolva cerintele de mai jos.

a) Numeste trei coarde ale cercului ¢, si trei coarde ale cercului ¢,. A

b) Numeste trei tangente la cercul ¢,.

c) Numeste trei raze ale cercului ¢, trei raze ale cercului ¢, si trei apoteme ale LeA
triunghiului ABC. v
d) Punctele A, O si M sunt coliniare? Justifica rdspunsul dat. B

e) Numeste bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC si mediatoarele laturilor Fig.6
triunghiului ABC.
B} Copiazi pe caiet si completeazi tabelul, in care R este raza cercului
circumscris unui triunghi echilateral, iar [, a,, .7 si 7 sunt lungimea |a) | 6
laturii, lungimea apotemei, respectiv aria si perimetrul triunghiului | b) 3643
inscris in cerc (dimensiunile sunt date in cm, respectiv cm?). 0 23
E) infigura 7, patratul ABCD este inscris in cercul ¢,(0, R), iar cercul d) 93

6)2(0, r) este inscris in pdtratul ABCD. Analizeaza figura si rezolva cerin-
tele de mai jos.

a) Numeste patru coarde ale cercului ¢, si patru coarde ale cercului ¢,. D £ ¢

b) Numeste patru tangente la cercul ¢,.

) Numeste patru raze ale cercului ¢, patru raze ale cercului ¢, si patru apoteme ale | Q . N
patratului ABCD.

d) Punctele P, O si M sunt coliniare? Justifica rdspunsul dat.

e) Numeste bisectoarele unghiurilor patratului ABCD si mediatoarele laturilor patra- A M B
tului ABCD. Fig.7

Copiaza pe caiet si completeaza tabelul, in care R este raza cercului
circumscris unui patrat, iar/,, a,, .7, si 7, suntlungimea laturii, lungimea | ) 24
apotemei, respectiv aria si perimetrul patratului inscris in cerc (dimen- b) | 242
siunile sunt date in cm, respectiv cm?).

c) 4
d) 72

B in figura 8, hexagonul ABCDEF este inscris in cercul ¢,(0, R), iar
6’2(0, r) este inscris in hexagonul ABCDEF. Analizeaza figura si rezolva
cerintele de mai jos.

a) Numeste sase coarde ale cercului ¢, si sase coarde ale cercului ¢,.

b) Numeste sase tangente la cercul ¢,

) Numeste sase raze ale cercului ¢, sase raze ale cercului ¢, si sase apoteme ale
hexagonului ABCDEF.

d) Sunt coliniare punctele A, O si D? Dar punctele M,, O si M,? Justifica raspunsu-
rile date.

e) Numeste bisectoarele unghiurilor hexagonului ABCDEF si mediatoarele laturilor
hexagonului.
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{A Copiazi pe caiet sicompleteaza tabelul, in care R este raza cercului
circumscris unui hexagon regulat, iar I, a,, .77, si 7% sunt lungimea

N : . 6 766 . [a) 36
laturii, lungimea apotemei, respectiv aria si perimetrul hexagonului b)| 12
inscris in cerc (dimensiunile sunt date in cm, respectiv cm?).
<) 43

Perimetrul unui triunghi echilateral este egal cu perimetrul unui

pdtrat care are apotema de 9./3 cm. Calculeaza: d) 2743
a) perimetrul patratului;
b) apotema triunghiului;
c) aria triunghiului.

€ Un triunghi echilateral are aria egald cu 64 cm? Calculeaza raza cercului circumscris unui patrat care are
aceeasi arie cu triunghiul.

E) Calculeaza latura si apotema unui hexagon regulat ABCDEF, stiind ca BD = 8/3 cm.

) Un hexagon regulat este inscris in acelasi cerc cu un triunghi echilateral care are latura de 6~/3 cm. Calcu-
leaza apotema si aria hexagonului.

) Patrulaterul ABCD este inscris intr-un cerc si are coardele AB si CD paralele si congruente. Determin aria
unui hexagon regulat inscris in acest cerc, stiind ca AB=8 cm si BC=6 cm.

A Toate laturile unui romb sunt tangente unui cerc (figura 9). 3
O latura a rombului are lungimea de 25 cm, iar una dintre diagonale
are lungimea de 30 cm. Calculeaza elementele unui poligon regulat 5

inscris in acest cerc (latura, apotema, arie, perimetru), daca pollgo-
nul este:

a) triunghi echilateral;

b) patrat;

c) hexagon regulat. Flg' 9

: , .,
(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE 20) )

€] Daca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste literaF. 2 puncte
a) Distanta de la centrul cercului circumscris unui poligon regulat la o latura a poli-

gonului este apotema poligonului respectiv. A F
b) Apotema unui triunghi echilateral inscris intr-un cerc este egala cu o treime din

fnaltimea triunghiului respectiv. A F
c) Diagonalele oricarui patrat inscris intr-un cerc sunt diametre ale cercului respectiv. A F
d) Apotema unui triunghi echilateral inscris intr-un cerc este mai mare decat apotema

unui patrat inscris in acelasi cerc. A F

B2 Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat

in coloana din dreapta. 4 puncte
Un patrat si un triunghi echilateral sunt inscrise in acelasi cerc ¢(O, R). Daca [, = 6\/3 cm, atunci:
a)R=... 1) 34/3;
b) A= ... 2) 108+2;
ol,=.. 3) 643;
dja,=... 4)18;
5) 216.

Observatie: Rezultatele sunt date in cm, respectiv in cm?.
a Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte
Pe cercul ¢(0, R), se considera punctele A, B si C, astfel incat AB=BC =CA.Daci R= 4/3 cm, atunci

perimetrul triunghiului ABC este egal cu |:| cm.
N J




Aproximarea in situatii practice a distantelor folosind relatii metrice

Aproximarea in situatii practice a distantelor folosind relatii
LECTIA 6 g

¢ definitia sinusului, cosinusului, tangentei si cotangentei unui unghi ascutit;
¢ sinusul, cosinusul, tangenta si cotangenta unghiurilor de 30°, 45° si 60°.

¥a Observim si descoperim cunostinte noi

~

in lectiile anterioare, am vazut cum se calculeaza sinusul,
cosinusul, tangenta si cotangenta unghiurilor de 30°, 45° sau 60°.
De asemenea, rezolvarea unei probleme ne-a condus la calculul

Problema
Cum calculam sinusul, cosinusul,

tangenta si cotangenta unui unghi
oarecare? tangentei altor douda unghiuri si am obtinut ca tg 22,5° = V2 -1 Si
tg 67,5°= ~/2 +1.

Pentru un unghi ascutit oarecare, cu masura data, o metoda empirica pjctionar:
pentru estimarea sinusului, cosinusului, tangentei si cotangentei este ur-  metod empirici = metoda care se bazeaz
matoarea: cu instrumente geometrice, se construieste un triunghi drept- e prelucrarea pur matematica a unor date
unghic ABC, care are unul dintre unghiurile ascutite congruent cu unghiul  experimentale.

dat, si se masoara ipotenuza BC = a si catetele AC = b, respectiv AB = c.

Daca +ABC este unghiul congruent cu unghiul dat, atunci sin(«ABC) = 2
a

Exemplu: In figura 1, triunghiul dreptunghic ABC, cu ipotenuza BC, are
BC=5cm,AC=4,8 cm si «tABC=73,5°. Rezultd ca sin 73,5° = 4;8 , deunde

0 L
sin 73,5° = 0,96. Datorita imposibilitatii executarii unui desen suficient de |°Cm |1 ‘2 ‘3 |4 |5
precis si datorita erorilor de masurare, metoda nu ofera decat estimari si Fig. 1
nu rezultate precise.

Doar cu metode matematice sofisticate este posibil sa se calculeze sinusul, cosinusul, tangenta si
cotangenta oricarui unghi cu precizia dorita (cu cate zecimale exacte dorim). In practica, se utilizeaza tabele
trigonometrice sau calculatorul stiintific de buzunar.

Exemple:
1. Calculam sin 73,5¢ folosind calculatorul stiintific, com- 3. Folosind tabelul trigonometric de maijos, calcu-
ponenta a Microsoft 365 (figura 2): lam cos 12°si aflam x, stiind ca tg x° =0,158.
¢ pentru scrierea masurii unghiului in grade, prin La intersectia coloanei cos x cu linia 12° gasim
click stanga selectam DEG; numarul 0,978, adica cos 12°=0,978.
¢ introducem numarul 73,5, actionand succesiv tas- Pe coloana tg x cautam numarul 0,158 si pe
tele respective prin click stanga; linia tabelului unde se afla acest numar gdsim 9°,
¢ click dreapta pe tasta TRIGONOMETRIE si selectam  adica x =9°.
sin prin click stanga. 7 A o o
Rezulta ca sin 73,5° = 0,9588... . Pentru aplicatiile 1° | 0017 0,017
practice, rotunjirea la a treia zecimala este suficienta. oL O |02 L OED
Rezults ¢4 sin 73.5° = 0.959 3° | 0052 | 0,999 | 0052
€zulta casin /3,07 =4,753. 4 | 007 | 0998 | 007
2. Calculam x, stiind ca sin x° = 0,959. 5 [ 0,087 | 0996 | 0,087
¢ pentru scrierea masurii unghiului in grade, prin | e[ UEED | B0
lick stan lectsm DEG: 72 10122 | 0993 | 0,123
click stanga selectam ' o _ 8° | 0139 | 089 | 0,141
¢ introducem numarul 0,959, actionand succesiv 9° <--0,456-1-0,9881-0,158 =
tastele respective prin click stanga; 10° | 0174 | 085 | 0,176
. S 11° | 0,191 | 0482 | 0,194
. ] : ]
S|IC|( dreapt? pe tasta TBIQONOMETRIE si prin click B hm Gotn G2
stanga selectam 2", apoi sin™". 13° [ 0,225 [ 0974 | 0,231
Rezulta, prin aproximare, x = 73,5 (°). 14° | 0242 | 097 | 0,249
' ' ' 15° | 0259 | 0966 | 0,268

Fig. 2
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. In practicd existd numeroase instrumente pentru masurarea unghiurilor. Un astfel de instrument este
9 teodolitul. Instrumentul, fixat pe un trepied, este dotat cu o lunetd cu ocular gradat, cu ajutorul careia
@ Y operatorul vizeazd exact punctele de pe teren. Unghiurile situate in plan orizontal sau in plan vertical se

g determind cu ajutorul unor cadrane gradate.

[#* Aplicim cunostintele

ProBLEMA 1

De la distanta de 24 m, monumentul lui Stefan cel Mare din Suceava
se vede sub un unghi de 40,77° (figura 3).
Calculeaza:
a) indltimea totala a monumentului (statuia impreuna cu soclul);
b) distanta de la obiectivul lunetei teodolitului pana la cel maiinalt
punct de pe statuie.
Rezolvare (activitate individuald):
Indicatii de rezolvare:
a) Calculeaza tg 40,77° si foloseste definitia tangentei in
triunghiul dreptunghic care se formeaza. Rezulta ca h=23 m.
b) Calculeaza sin 40,77° si foloseste definitia sinusului in triunghiul
dreptunghic care se formeaza. Rezulta ca d = 35,22 m.

Un pilon este sustinut de ancorele AC si AD (figura 4). Se stie ca

unghiul BAC are 50°, BD =6 m si CD = %-BD. Rotunjind masurile

Eﬂao
B0na"
nn.g,

unghiurilor la intregi, iar lungimile segmentelor, la zecimi, calculeaza:
a) unghiul CAD; b) lungimile ancorelor AC si AD.

: Rezolvare (activitate individuald):

Indicatii de rezolvare:

Foloseste rezultatul pentru a calcula lungimea AB din triun-
ghiul dreptunghic ABC. Va rezulta AB = 2,90 m. in triunghiul drept-
unghic ABD, cu catetele AB si BD, rezulta tg(«BAD) = 2,069, de unde
#BAD = 64°. Rezulta ca «CAD = 14°.

Un operator topografic masoara in plan orizontal unghiul AOB
al unei fabrici si constata ca mdsura acestuia este de 80° (figura 5).
Directia OC este perpendiculara pe directia AB, iar lungimea fabricii
este AB = 400 m. Stiind ca triunghiul AOB este isoscel, cu baza AB,
calculeaza:
a) distanta de la operator la fabrica;
Rezolvare (activitate individuald):
Indicatii de rezolvare:
a) tg 40° = 0,839. Rezulta ca distanta de la operator la fabrica
este egala cu 238,40 m.
b) cos 50° = 0,642. Cele doua distante sunt egale si fiecare
masoara 311,50 m.

b) distantele OA si OB.

\,
-~y

Dictionar:

operator topografic = lucrator care se ocu-
pa cu tehnica masuratorilor si a calculelor
pentru portiuni restranse de pe suprafata
pamantului, in scopul intocmirii de harti
si planuri.



Aproximarea in situatii practice a distantelor folosind relatii metrice

Harta topografica din figura 6 este realizata la scara. Liniile curbe
(maro) sunt linii de nivel (punctele unei linii curbe sunt la aceeasi
indltime fata de nivelul mdrii). Distanta reald, in linie dreaptd, dintre
cele mai fnalte varfuri (B si C) a doud dealuri este de 1 km.

Calculeaza scara hartii.
Observa cu atentie harta si calculeaza unghiul pe care il face cel
mai inalt varf de pe harta cu orizontala.

Indicatii de rezolvare:
Se masoara cu rigla gradata distanta BC. Dacd, spre exem-
plu, gasim BC=5 cm, scara hartii este 5: 100000 sau 1:200000.
Schematic (figura 7), in plan vertical, OB este inaltimea dealului B,
RC este inaltimea dealului C, iar OR reprezinta directia orizontala si
PC || OR. Se obtine PB= 62,2 m si x = 0,35°.

Mecanismul bielda-manivela este o parte din componenta motoa-
relor si are rolul de a transforma miscarea de du-te-vino a unui piston
(punctul B) in miscare de rotatie, astfel incat punctul mobil A descrie un

Fig.7

manivelda A

biela

/’// piston
cerc cu centrul in punctul fix O (figura 8). Stiind ca OA =25 cm siAB=60cm, :|'

]
calculeaza cea mai mare valoare pe care o poate lua unghiul x. \ <4 B'r g
cilindru

Fig. 8

~< -

28 Indicatii de rezolvare:
3"35 Dreapta AB trebuie sa fie tangenta la cercul cu centrul O si raza OA. Atunci triunghiul AOB este
dreptunghicin A. Rezulta ca x = 22,64° = 22°38'24"

Un baston lung de 0,96 m, tinut vertical pe pamant, arunca o umbra cu lungi-
mea de 0,64 m (figura 9).
Calculeaza unghiul determinat de razele soarelui cu orizontala.
Foloseste-te de tangenta unghiului determinat de razele soarelui cu
orizontala pentru a calcula inaltimea copacului, stiind ca acesta arunca o umbra
de 2,80 m.

Indicatii de rezolvare:

AMNP este dreptunghic. Din tg(«MNP) =

MP . <
——, efectuand calculele, rezulta ¢
MN B

unghiul determinat de razele soarelui cu orizontala. Fig. 9

AABC este dreptunghic. Din tg(«ABC) = % deoarece «ABC = «MNP, rezulta ca tg(«MNP) = % de unde

AC = AB - tg(«MNP). Efectuand calculele, se obtine indltimea copacului.

7

Portofoliu

Prin panta unei sosele AB se intelege raportul dintre lungimile segmentelor OB si OA.

coseain rampa
(u(c_are)

. 1 -
a) Panta unei sosele este T adica de 10%.

Calculeaza unghiul pe carefil face soseaua cu orizon-
tala.

b) Calculeaza panta unei sosele, daca aceasta
face cu orizontala un unghi de 5°.




EVALUARE: RELATII METRICE iN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Se considera un triunghi ascutitunghic ABC, se noteaza cu D proiectia punctului A pe latura BC, D € BC,
si cu E, proiectia punctului D pe latura AG, E € AC. Se stiecd AE=12cm, CE=4 cm si BD =8 cm.
Calculeaza lungimile segmentelor DE, AD si CD.
Arata ca triunghiul ABC este echilateral. 2 Q

Patrulaterul ABCD este un trapez, cu AB || CD, +A = 90°. Diagonalele trapezului
sunt perpendiculare si se intersecteaza in punctul O (figura 1). Dacd AB = 40 cm si
AD =30 cm, calculeaza:

lungimile segmentelor OA, OB, OC si OD; A B
aria trapezului ABCD. Fig. 1

In triunghiul dreptunghic ABC, cu «A = 90°, se noteaza cu D proiectia punctului A pe latura BC, D € BC.
Daca BC = a si AB = ¢, calculeaza lungimile segmentelor BD si CD.
Daca BC =5 cm si AB = 3 cm, calculeaza sin(«BAD), cos(«ACD), tg(«ABD) si ctg(«DACQ).

Doua cercuri cu centrele O, si O, si cu razele de lungimi diferite sunt C

tangente exterioare in punctul T. Dreapta AB este tangenta comuna exte-
rioard a celor doua cercuri. Dreapta AT intersecteaza cercul cu centrul O, in
punctul D si dreapta BT intersecteaza cercul cu centrul O, in punctul C o, T
(figura 2). Demonstreaza ca:

+«ATB = 90°%;

A si C sunt puncte diametral opuse; 7 . B

AB*=BT-TC+TA - TD. Fig. 2

Centrul unui triunghi echilateral ABC este punctul O. Punctul D este mijlocul laturii BC, punctul M se afla

0,

1
pe segmentul OA si OM = ZOA. Stiind ca aria triunghiului BOM este J3 cm?, calculeazi aria triunghiului ABC.

Triunghiul AOB este isoscel, cu baza AB, iar punctul D este proiectia punctului A pe latura OB. Se stie ca
+AOB = 2xs5i OA =a.
Demonstreaza ca AB=2a - sinx siAD =a - sin 2x.
Daca 2x este masura in grade a unui unghi ascutit, demonstreaza ca sin 2x =2 - sin x - cos x.

Un triunghi echilateral si un patrat sunt inscrise in acelasi cerc ¢ (O, R). Stiind ca a, = 3 cm, calculeaza:
R; Iy 2 s,
Un triunghi echilateral si un hexagon regulat sunt inscrise in acelasi cerc ¢ (O, R). $tiind ca a, = 6 cm,
calculeaza:
Ri I L% LA
Un patrat si un hexagon regulat sunt inscrise in acelasi cerc ¢ (O, R). Stiind ca a, = 52 cm, calculeazs:

R; a; oA Ke'4

6 4 6°
in figura 3, ABCD este dreptunghi, punctele E si F apartin laturilor AB, D C
respectiv BC, CE = DF, CE n DF = {H} si sin(«BCE) = sin(«CDF).
Demonstreaza ca ABCD este patrat si ca CE L DF. H
Daca BE = 30 cm si CH = 24 cm, calculeaza lungimile segmentelor F
AB si DH.
Un triunghi dreptunghic ABC, cu «A =90°, are inaltimea AD = 12 cm, & E Fig. 3 B

D € BC, si tg(«ACB) = 0,75. Calculeaza:
lungimile proiectiilor catetelor pe ipotenuza;
sin(«ACB) si ctg(+xACB);
perimetrul si aria triunghiului ABC.



Test de evaluare

2_ TEST DE EVALUARE Timp de lucru: 50 de minute.

Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.
Un dreptunghi are lungimea de 15 cm si latimea de 8 cm. Lungimea diagonalei dreptunghiului
estede....
Un triunghi ABC are AB=12 cm, AC=5 cm si BC = 13 cm. Masura unghiului BAC este egala cu ... .
Daca ABCD este un paralelogram, cu AB=4 cm, AD =6 cm si «A = 60°, atunci aria paralelogramu-
lui ABCD este egalacu ... .
Daca triunghiul dreptunghic ABC, cu «A = 90° are AB =12 cm si tg «C = 0,75, atunci perimetrul
triunghiului este egal cu ... .

Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.
Daca ABCDEF este un hexagon regulat cu centrul in punctul O si BD = 8+/3 cm, atunci:

A B
lungimea laturii AB este egala cu ... 12 cm;
lungimea segmentului AE este egala cu ... 243 cm;
proiectia segmentului BD pe dreapta BE are lungimea egald cu ... 83 cm;
perimetrul triunghiului BED este egal cu ... 8 cm;
8(3++/3)cm.

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Patrulaterul ABCD este un dreptunghi, cu AB =8 cm, BC = 4 cm, iar M este un punct pe latura AB,
astfel incat AM = x cm. Triunghiul CMD este dreptunghic dacd si numai daca:

x=25; xX=4; X=13; X=2.
Raportul dintre apotema si latura unui hexagon regulat este egal cu:

V3; 0,5V3; 0,3)3; 0,25V/3.
Lungimea unei catete a unui triunghi dreptunghic este egala cu jumatate din lungimea ipotenuzei
triunghiului respectiv. Daca notam cu x si y masurile unghiurilor ascutite ale triunghiului, atunci
sin x - cos y + sin y - cos x este egal cu:

2; 1,5; 1; 0,5.
Daca x este mdsura unui unghi ascutit, sin x = 0,8 si tg x + ctg x = g, atunci:
az=3; 2<a<3; a=2; a<?2.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
Se considera un triunghi dreptunghic ABC, cu A = 90°, si se noteaza cu D proiectia punctului A
pe BC. Stiind ca AB=30cm si AC= 30+/3 cm, determina:
lungimea ipotenuzei BG;
lungimile proiectiilor segmentelor AB, respectiv AC pe dreapta BC;
rezultatul calculului sin(«ABC) - tg(«ACB) + cos(«ACB) - ctg(«ABC).

Un romb ABCD are perimetrul egal cu 24 cm si aria egala cu 18+/3 cm2. Calculeazi:
lungimea laturii rombului;
masurile unghiurilor rombului;
lungimile diagonalelor rombului.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul 11 1.2 1.3 4 | I |2 | 3 |4 | a2 m3 |4 | va | Ivb | IVc | Va | Vb | Vic
Punctajul




FISA DE OBSERVARE SISTEMATICA A ACTIVITATII S| A COMPORTAMENTULUI ELEVULUI

Autoevaluarea activitatii elevului in procesul de invatare este un instrument util atat cadrului didactic,
cat si elevului, pentru a putea determina implicarea acestuia pe parcursul unei unitati de invatare.

Copiaza pe o foaie de hartie urmatorul tabel, completeaza-l si adauga-I la portofoliul personal.

Am participat activ la fiecare lectie.

Am recapitulat inainte de fiecare lectie notiunile invdtate anterior.
Am pus intrebari profesorului atunci cand am avut neldmuriri.
Am raspuns intrebarilor adresate de profesor sau de colegi.
Am colaborat cu colegii la activitatile desfasurate.

Am obtinut la testul de recapitulare si evaluare nota (nota ta).

Fisa se completeaza dupa parcurgerea fiecarei unitati de invatare.

RECAPITULARE SI EVALUARE FINALA

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Calculeaza media aritmetica si media geometrica ale numerelor asi b, stiind ca:

a= [L+£+£Ji sib= (3\/§+\/§—\/5)3 (Lr

V33 J6) Va8 V2
Se considera numerele reale a = \/ﬁ-(i+iJ+|3\/§—6| sib= 4+£+(\/§)2.
V2 5 V5

Arata caa= 6+2\/§.
Calculeaza (a — b)?°**.

Calculeazd a®, stiind c& a = 24/847 —9/8 +24/162 —/567 si b= 10+/8 —5+/32 +50~/5 —25+/20.

Se considera numerele x = /3 +(—1)%% —% siy= \/(1—\/5)2 +\/(2—\/§)2. Calculeazi media ponderat

a numerelor x si y, cu ponderile 2, respectiv 3.

Care este probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar din multimea A = {—3,—«/5, 2,6, 6},
acesta sa fie o solutie a ecuatiei 7x* = 42?

Rezolva ecuatia 4x—~3=127.
Determina m € R, stiind ca x = J2-1esteo solutie a ecuatieimx + 2 = 242
Rezolva sistemele de ecuatii cu doua necunoscute:
{0,5x+y=—1 ' \/§X+\/§y=2\/§. {3|x|+2|y|=5
1,5x-0,3)y =7 Bx+V2y =23 5|x|+4|y|=9
Media aritmetica a doua numere este 19,5. Diferenta dintre dublul primului numar si triplul celui de-al
doilea numar este 18.

a) Determina numerele.
b) Calculeaza media geometrica a celor doua numere.



Probleme recapitulative

1 1 T 1 T 1 1 1 1T 1

Fie numerele:a:l—l+———+...+——— L ERESS S - — o ——
2 3 4 5 2024 2025 2 3 4 5 2023 2024

Calculeaza 2025 - (a + b).
Se considera numerele reale:

Xr(ff 5

Efectueaza calculele si arata ca x = 245 +6.
Calculeaza (x — y)*.

Simplifica fractia V344124427 +..+4/300
" 6 ++24 +4/54 +..+/600

Aratd ca numarul real a = \/1 00+(2+4+6+..+198) este patrat perfect.

j+|3\/_ 6|siy= 4+£+(\/§)

Daca a = b, arata ca %a—i=o,(3)b—J§.

NE]

Daca l01—i= 0,3)b—+/3, arata cda=b.
3043
in biblioteca unei scoli sunt 16800 de volume. Se stie ca 60% din numarul lor sunt carti de literatura,
3% sunt dictionare, iar restul sunt reviste scolare.
Calculeaza numarul revistelor scolare.
Calculeaza ce procent din numarul cartilor de literatura reprezinta numarul dictionarelor.
Calculeaza cu ce procent trebuie marit fondul de carte existent pentru a avea in biblioteca 21000 de

volume.
Reprezinta intr-un reper ortogonal punctele A(-1, 1), B(5, 1) si C(2, 6). F E
Calculeaza distantele AB, AC, BC. Ce observi?
Precizeaza coordonatele mijlocului segmentului AB.
in figura 1, ABCDEF este un hexagon regulat, cu lungimea laturii de 6 cm, A : D
iar O este centrul cercului circumscris hexagonului. Calculeaza:

lungimea cercului si aria discului;
masurile unghiurilor AOB, ABC si ABD; B C
ariile patrulaterelor ABDE si ABCD. Fig. 1

Pe cercul de centru O siraza de 6 cm, se considera doud puncte A si B, astfel incat AB= 6~/2 cm. Calculeaza:
masura arcului mic AB;
distanta de la centrul cercului la coarda AB.

Triunghiul ABC este dreptunghic, cu «A = 90°, si punctul D este proiectia
punctului A pe dreapta BC. Stiind ca BC =25 cm si CD = 9 cm, calculeaza:
lungimile segmentelor AD, AC si AB;
valorile pentru sin «B, cos B, tg «C, ctg «C;

perimetrul si aria triunghiului ABD. D
Rombul ABCD din figura 2 are aria egala cu 1843 cm? siAB=6cm.
Calculeaza: A C
lungimea indltimii DH;
lungimea segmentului HG Fig.2 H

masura unghiului CDH.
Calculeaza aria unui disc de centru O si raza r, stiind ca lungimea cercului de centru O si raza r este egala

Cu 241 cm.
Determina masura unui unghi al unui poligon regulat cu 8 laturi.
Calculeaza aria unui sector de cerc cu unghiul la centru de 120°, stiind ca diametrul cercului este de

12 cm.




RECAPITULARE FINALA

Triunghiul MNP are varfurile pe un cerc de centru O si raza r. Bisectoarea unghiului MNP intersecteaza
cercul in punctul R.
Demonstreaza ca «PNR = «NPR.

Pentru MN = 80° Si /\7[3=160°, calculeaza masurile unghiurilor triunghiului MNP.

Pe latura BC a unui triunghi ABC, se ia un punct M. Se construiesc MN || AC, N € AB, MP || AB, P € AC.
Arata ca:

AN_CM AP_BM. AN AP
AB  BC' AC BC' AB AC
Segmentul AB este diametrul cercului cu centrul O siraza de 5 cm. Punctele Csi D c A
se afla pe tangentele la cerc in punctele A, respectiv B, astfel incat CD sa fie si ea
tangenta la cerc in punctul E, conform figurii 3. E
Demonstreaza ca «COD = 90°. o
Arata ca AAOC ~ ABDO.
Calculeaza AC - BD.
Se considera un cerc cu raza de 6 cm. Calculeaza, in functie de raza cercului, D
latura, apotema si aria poligonului inscris in cerc, daca acesta este: Fi_j 3

triunghi echilateral;
patrat;
hexagon regulat.

4
Se considera un triunghi dreptunghic ABC, cu «A = 90°. Stiind ca BC= 100 cm si tg «C = 3 calculeaza:

lungimile proiectiilor catetelor pe ipotenuza;
perimetrul si aria triunghiului ABC.

Se considera un triunghi ABC, cu «ABC = 60° si AB = 10 cm. Se noteaza cu D proiectia punctului A pe
dreapta BC si cu M, mijlocul laturii AB. Calculeaza:
raza cercului circumscris triunghiului ABD;
lungimea segmentului DM;
distanta de la centrul cercului circumscris triunghiului ABD la dreapta AD.

In figura 4, este reprezentat paralelogramul ABCD, cu AC N BD = {O} si D C
CD = 18 cm. Punctul E imparte segmentul AB in parti proportionale cu
numerele 1 si 2. Se noteaza cu F intersectia dreptelor AC si DE.

- ‘ , . T . . F o]
Calculeaza raportul dintre perimetrul triunghiului AEF si perimetrul
triunghiului CDF. A E B
Calculeaza raportul dintre aria triunghiului AEF si aria triunghiu- Fig. 4

lui CDF si raportul dintre aria triunghiului AEF si aria triunghiului ODF.

Pe un segment AD, se iau punctele Bsi C, in aceasta ordine, astfel incat AB=1,5cm, AC=3 cmssiAD=4,5cm.
Patru drepte paralele construite prin punctele A, B, Csi D intersecteaza o dreapta oarecare d in punctele M, N, P si Q.
Calculeaza lungimile segmentelor BC, BD si CD.
Demonstreaza ca punctul N este mijlocul segmentului MP.
5 PQ PQ NP
Calculeaza rapoartele —,—,—.
NQ MP MQ
Pentru PQ = 3 cm, calculeaza lungimile segmentelor MN, MP si MQ.
Pentru PQ =3 cm, demonstreaza ca segmentele AB, AC si AD sunt respectiv proportionale cu segmen-

tele MN, MP si MQ.

Trapezul ABCD, cu AB || CD, AB > CD si «A = 90°, are lungimile bazelor
de 16 cm si 5 cm. Stiind ca lungimea diagonalei AC este egala cu 13 ¢cm,
calculeaza lungimea:

proiectiei laturii BC pe dreapta AB;
laturii AD a trapezului ABCD;
diagonalei BD a trapezului ABCD.




Teste de evaluare finala

2. TESTE DE EVALUARE FINALA

Timp de lucru: 50 de minute.

Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii um y
adevarate.

In sistemul de axe ortogonale xOy din figura aliturata, sunt repre-
zentate punctele A, Bsi C.

Ordonata punctului A este ... .

Abscisa punctului Beste ... .

Lungimea segmentului BC este egala cu ... um.

Daca punctul D este simetricul punctului A fata de axa Ox, atunci
coordonatele punctului D sunt ... .

Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.
A B

g 1,44 +(1-4)3 = ... 7
1722152 — 172 152 = . 2
(JTOO—J@%E):@: 5;

[1 2@)6 0

$+ﬁ+7 E: )

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Numerele reale x pentru care |x - 2| = 2 sunt:

{3, 5% {0, 4}; {~2,2} {0, -4}
Solutiile ecuatiei (2x + 1)* = 25 sunt:

{-2,3% {2,1% Wiy =217 {1,-3L
Cel mai mare numadr intreg mai mic decat —2./3 este:

-2; -3; -5; -4,

Diferenta dintre media aritmetica si media geometrica ale numerelor x = V243 siy= V3 este:
23; 343; 53; 743.
La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
Fara a folosi calculatorul, incadreaza numéarul —/37 intre doud numere intregi consecutive.
Scrie partea intreaga a celui mai mic numar din multimea A = {—2; 1,7;,-0,1(3); —\/E}

, 3x-5y=-7
Rezolva sistemul: J .

4x+3y =10
Rezultatele obtinute de elevii unei clase la o proba de evaluare au fost sistematizate in diagrama
circulara ,Procentul elevilor evaluati” Procentul elevilor evaluati

Nota 4 5 6 7 8 9 10 16%
Numar elevi (in procente) 4%  12% 16% 20% 16% 8% =
Numar elevi 4% ?

" . 8%
Completeaza tabelul cu procentul elevilor care au luat nota 7.

Stiind c& doi elevi au luat nota 10, precizeazid numarul elevilor care au L0
participat la aceasta evaluare si completeaza tabelul cu numarul elevilor.
Reprezinta numarul elevilor in functie de nota obtinuta, cu ajutorul unei diagrame tip coloana.

20%

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul 1.1 1.2 1.3 1.4 1.1 2 [ 03 | W4 [0 [ n2 | m3 | n4|iva|lVb | IVc | Va | Vb | Vc
Punctajul




RECAPITULARE FINALA

Timp de lucru: 50 de minute.

Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.

Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu % Raportul perimetrelor celor doua
triunghiuri este egal cu ... .

Fie un triunghi dreptunghic ABC, cu «A = 90°. Daca sin «B = % atunci cos «Beste ... .

Masura unui unghi al unui poligon regulat cu 8 laturi este egala cu ... .

Fie un triunghi ABC. Daca AB=17 cm, AC=15cm si BC=8 cm, atunci «C=... °.

Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.
Punctele M, N si P sunt mijloacele laturilor AB, BC si CA ale unui triunghi ABC.

A B
Patrulaterul BMPN este ... patrat;
Daca «A + «C = 90°, atunci patrulaterul BMPN este ... dreptunghi;
Daca «B =90° si AB = CB, atunci patrulaterul BMPN este ... paralelogram;
Daca AB = BC, atunci patrulaterul BVMPN este ... romb;
trapez.

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Un hexagon regulat este inscris in acelasi cerc cu un triunghi echilateral care are latura de 6~/3 cm.
Apotema hexagonului regulat este egala cu:
2\3 cm; 33 cm; 3cm; 2cm.
Un triunghi echilateral are aria egala cu 144 cm?. Raza cercului circumscris unui patrat care are
aceeasi arie cu triunghiul este egala cu:

6\/§ cm; 3\/5 cm; 6\/5 cm; 3\/5 cm. A

Triunghiul ABC este dreptunghic, cu ipotenuza BC, si punctul D este

proiectia punctului A pe latura BC (figura alaturatd). Daca AB = 83 cm Si
BC =16 cm, atunci rezultatul calculului AB-2AD + 3BD - 5CD este egal cu:
16 cm; 24 cm;
8 cm; 16+/3 cm. B D C
Punctul D se afla pe latura BC a unui triunghi ABC. Daca BC = 20 cm, BD = 8 cm si ADAC ~ ADBA,
atunci lungimea segmentului AD este egala cu:

12 cm; 2x/g cm; 4 cm; 4\/6 cm.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
In figura aldturata, ABCD este un trapez isoscel circumscris cercului cu D F C
centrul O, iar punctele E si F sunt mijloacele laturilor AB si CD. Se stie ca
AB|| CD, AB=18 cm, CD =12 cm si AD n BC = {M}. Calculeaza:
lungimea segmentului EF;
aria trapezului ABCD;
perimetrul triunghiului ABM. A E B

Un paralelogram ABCD are AB = 12 cm, AD = 6 cm si «BAD = 60°. Bisectoarea unghiului BAD
intersecteaza latura CD in punctul E.

Demonstreaza ca triunghiul AEB este dreptunghic.

Determinad lungimile segmentelor AE si BE.

Demonstreaza ca «ADB = 90°.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

1.1 2 | 13 | 14 | 1 w2 | 03 | 14 [ | m2 | m3 | ma | va | Vb | IVc| Va | Vb | Vc

Punctajul




SOLUTIILE TESTELOR DE AUTOEVALUARE

1. MULTIMEA NUMERELOR REALE
Unitatea: RADACINA PATRATA
Lectia 1. Radacina patrata a patratului unui numar natural

1.a)F; b) A; ) F. 2. a) > 3); b) > 4); ¢) — 2); d) — 5).

3.13.
Lectia 2. Estimarea radacinii patrate dintr-un numar rational

1.a)A; b) F; ) F. 2. a) > 4); b) > 5); ¢) — 3); d) = 2).

3.4,79.

Lectia 3. Scoaterea factorilor de sub radical. Introducerea
factorilor sub radical

1.a)F;b)F;c)A.2.a) > 5);b) > 4); c) > 3);d) > 1).3.7.

Unitatea: NUMERE REALE
Lectia 1. Numere irationale. Numere reale.

InduziunileNcZcQcR

1.a)A; b) F; ) A. 2. a) — 3); b) > 2); ¢) = 5); d) — 4).

3.24.
Lectia 2. Modulul unui numar real

1.a)F;b)F;c) A.2.a) = 1); b) = 3);c) = 2);d) —> 5). 3. 32.

Lectia 3. Compararea si ordonarea numerelor reale

1.a)F;b)F; ) F. 2. a) > 3); b) > 1); ¢) = 2); d) = 4).

23
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Lectia 4. Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor prin

aproximari

1.a)F; b) A; ) A.2.a) > 1); b) > 2); ¢) = 3); d) > 5).

3.27.

Unitatea: OPERATII CU NUMERE REALE

Lectia 1. Introducere. Produs si cat de radicali. Rationalizare
1.a)F;b) A; ) F.2.a) > 4); b) > 1); ¢) — 2). 3. 150.
Lectia 2. Adunarea si scaderea numerelor reale

1.a)A; b) A; ) F. 2. a) = 3); b) > 4); ¢) = 1); d) = 5).

3.14.
Lectia 3. inmultirea si impartirea numerelor reale

1.a)A; b) F; ) A. 2.a) = 3); b) > 1); ¢) = 5); d) — 2).

3.0.
Lectia 4. Puteri cu exponent numar intreg.
Ordinea efectuarii operatiilor

1.a)F; b) A; ) A. 2.a) > 4); b) > 3);c) = 5);d) = 1)

3.-125.

Unitatea: OPERATII CU NUMERE REALE IN SITUATII PRACTICE

Lectia 1. Media aritmetica ponderata a n numere reale, n > 2
1.a)A;b)F; ) A.2.a) > 2);b) > 4);c) => 1);d) = 3).3.0.
Lectia 2. Media geometrica a doua numere reale pozitive
1.a)A;b)F;c)A.2.a) > 4);b) > 1);c) > 3);d) > 2).3. 2.
Lectia 3. Ecuatia de formax*=a, undea € R

1.a)A;b)A;0)A.2.a) > 1);b) > 3);¢) > 2);d) > 5).3.-1.

2. ECUATII SI SISTEME DE ECUATII LINIARE
Lectia 1. Transformarea unei egalitati intr-o egalitate
echivalenta. Identitati

1.3)F;b) A; ) A. 2.2) = 3);b) —> 1); ) —> 4). 3. 4+/2.
Lectia 2. Ecuatii de formaax+b=0,4q,b € R.

Multimea solutiilor unei ecuatii. Ecuatii echivalente
1.a)F;b)F;c) A.2.3) > 2); b) > 1); ) > 3). 3. 3.
Lectia 3. Sisteme de ecuatii liniare cu doua necunoscute
1.a)F;b)A;c)A.2.a)B; b)A; ) C. 3. O.

Lectia 4. Rezolvarea sistemelor de doua ecuatii liniare cu doua
necunoscute. Metoda substitutiei si metoda reducerii

1.a) A;b) A; ) A.2.a) > 4); b) > 1); ) > 2). 3. -6.
Lectia 5. Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor sau al
sistemelor de ecuatii

1.a)F;b)A;)F.2.a) > 3);b) > 4);c) > 1).3.11.

3. ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR

Lectia 1. Produsul cartezian a doua multimi nevide

1.a) A;b)F; ) F.2.a) > 2);b) > 3);c) > 1).3. A=B.
Lectia 2. Reprezentarea intr-un sistem de axe ortogonale a unor
perechi de numere reale

1.a)F;b)F; c) A.2.a) — 4); b) - 3); c) > 2). 3. 0.
Lectia 3. Reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe
ortogonale

1.a)F;b)F;c) A.2.3) > 4); b) »3);c) > 1). 3. 2.
Lectia 4. Distanta dintre doua puncte din plan

1.3) A;b) A;c) A.2.a) > 3); b) > 4); ) > 2).3.5.
Lectia 5. Reprezentarea si interpretarea unor dependente
functionale prin tabele, diagrame si grafice.

Poligonul frecventelor

1.a) A;b) A; ) F. 2.a) > 4);b) > 1); ) > 2). 3. 67.

4. PATRULATERUL

Lectia 1. Patrulaterul convex. Suma masurilor unghiurilor unui
patrulater convex

1.a)F;b)F; c) A.2.D. 3. 60°.

Lectia 2. Paralelogramul. Definitie si proprietati

1.a)F;b)F; c) A.2.D. 3.0,(3).

Lectia 3. Aplicatii in geometria triunghiului: linia mijlocie in
triunghi, centrul de greutate al unui triunghi
1.a)F;b)A;c)A.2.C.3.7.

Lectia 4. Dreptunghiul. Proprietati

1.a) A;b) F; c) A. 2. D. 3. 60°.

Lectia 5. Rombul. Definitie si proprietati

1.a) A;b) A;c) A.2.a) - 1); b) > 4); ¢) > 5); d) - 3). 3. 53.
Lectia 6. Patratul. Definitie si proprietati

1.a)F;b) A;)F.2.D.3.3.




Lectia 7. Trapezul: clasificare, proprietati. Linia mijlocie

a trapezului

1.a)F;b)F;c)A.2.D. 3. 10.

Lectia 8. Trapezul isoscel. Proprietatile trapezului isoscel
1.a)F;b)F;c) A.2.a) > 4);b) > 5);c) > 3);d) > 2). 3. 12.
Lectia 9. Perimetre si arii: paralelogram, paralelograme
particulare, triunghi, trapez

1.a) A;b) A;c)A.2.a) > 3);b) > 4);c) > 1). 3.48.

5. CERCUL

Lectia 1. Unghi inscris in cerc

1.a) F;b) A;c) A.2.a) > 4);b) > 2);c) > 3);d) — 1).3.100.
Lectia 2. Coarde si arce. Proprietati

1.a)A; b) A, 0 A, d) A 2.a) > 5); b) > 1), 0 - 3);
d) — 4). 3. 280.

Lectia 3. Tangente dintr-un punct exterior la un cerc

1.a) A;b) A;c)F;d) A.2.a) > 2); b) - 3);c) > 4);d) > 1).
3.2.

Lectia 4. Poligoane regulate inscrise in cerc

1.a)F;b)F;c) A;d) A. 2.a) > 2);b) > 5);¢c) > 3);d) > 1).
3.9.

Lectia 5. Lungimea cercului si aria discului

1.a)A; b) A; ) A;d) F. 2. a) > 5); b) > 1); ©) > 2);
d) > 4).3. 34.

6. ASEMANAREA TRIUNGHIURILOR

Lectia 1. Segmente proportionale. Teorema paralelelor
echidistante

1.a)F;b) A;c) A.2.a) > 3);b) > 1);¢) > 2);d) —> 4).
3.0,(3).

Lectia 2. Teorema lui Thales si reciproca teoremei lui Thales.
Iimpartirea unui segment in parti proportionale

1.a)F; b) F; ) A; d) A. 2. a) > 1); b) > 3); ) > 2);
d) —>4).3.10,5 cm.

Lectia 3. Triunghiuri asemenea. Teorema fundamentala

a asemanarii

1.a)F;b)F;c) A;d) A. 2.a) > 2);b) 53);c) > 1); d) —> 4).
3.45.

Lectia 4. Criterii de asemanare a triunghiurilor

1.a) A;b) A; ) F;d)F.2.a) > 3); b) > 5); ) = 1);d) > 2).
3. 96.

Lectia 5. Aplicatii: raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea,
aproximarea in situatii practice a distantelor folosind
asemanarea

1.a)F; b) A; ) A;d) A.2.a) > 4); b) > 3); ) - 1);
d) - 2).3.4.

7. RELATII METRICE IN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

Lectia 1. Proiectii ortogonale. Teorema inaltimii.

Teorema catetei

1.a)A; b) A, ) F; d) F. 2. a) > 4); b) > 1); 0 — 3);
d)—2).3.12.

Lectia 2. Teorema lui Pitagora. Reciproca teoremei lui Pitagora
1.a)A; b) A; o) F;d) AL 2.a) > 3); b) > 2); 0 - 5);
d) —>1).3.45.

Lectia 3. Notiuni de trigonometrie in triunghiul dreptunghic

1.a)A; b) A; ) F;d) F. 2. a) > 3); b) > 1); ) > 5);
d)—2).3.1.

Lectia 4. Rezolvarea triunghiului dreptunghic

1.a)Ab) A, Fd) A . 2.a) > 5);b) > 2);, 0 > 1)
d)—>4).3.1.

Lectia 5. Calculul elementelor (latura, apotema, arie, perimetru)
in triunghiul echilateral, in patrat si in hexagonul regulat
1.a)A; b) A; ) A; d) F. 2.a) = 3); b) > 5); ¢) - 4);
d)—1).3.36.
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